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Prefazione

La presente dissertazione si pone come compendio dei risultati principali dell’attività di ricerca
svolta dallo scrivente durante il corso di Dottorato di Ricerca in Ingegneria Civile (XVI Ciclo)
nell’ambito della modellazione matematica e fisica di fenomeni idrici bidimensionali a superficie
libera, dipendenti dal tempo e governati dalla gravità, nell’approssimazione di acque basse.
Tali fenomeni sono retti, come ben noto, da un sistema di equazioni differenziali alle derivate

parziali del primo ordine, non omogeneo, non lineare, di tipo iperbolico. Gli attinenti aspetti
matematici di maggiore rilievo sono raccolti nel Cap. 1. Sistemi appartenenti a questa categoria
suscitano notevole interesse presso le comunità scientifica e tecnica, dal momento che forniscono
un’interpretazione matematica ad una vasta gamma di problemi non lineari in cui risultano fon-
damentali gli effetti di propagazione e di interazione di perturbazioni o di trasporto advettivo di
informazioni; non a caso, infatti, riguardano un vasto spettro di discipline oltre l’idraulica a pelo
libero, tra cui la gasdinamica, l’acustica, la chimica, la geofisica, la dinamica elastica, ecc.
Diverse metodologie, per lo più sviluppate in applicazioni di dinamica dei fluidi comprimibili,

sono state proposte in passato per la risoluzione numerica di questo tipo di problemi; negli ultimi
anni, del resto, anche in relazione alla crescente efficienza dei mezzi informatici, la fluidodinamica
computazionale ha riscosso sempre maggiori attenzioni e molti ricercatori hanno dedicato risorse
e sforzi al perfezionamento di nuove tecniche, fornendo contributi originali nelle tematiche ancora
oggetto di ricerca. Il Cap. 2 si occupa di delineare i tratti caratteristici dei codici, facenti parte della
classe dei metodi ai volumi finiti, che sono stati implementati al calcolatore; essi trovano validazione
nel Cap. 3 per confronto con casi significativi, sia teorici che sperimentali, ben documentati in
letteratura.
Inoltre, un’attenta indagine di laboratorio, le fasi salienti ed i risultati della quale sono descritti

nel Cap. 4, ha procurato ulteriore materiale di raffronto per appurare le capacità predittive e la
robustezza degli stessi modelli numerici di simulazione.
L’intero lavoro è stato condotto presso il Dipartimento di Ingegneria Civile, dell’Ambiente, del

Territorio e Architettura dell’Università degli Studi di Parma e guidato con competenza, assiduità,
attenzione e disponibilità dal Prof. Ing. Paolo Mignosa, a cui rivolgo con stima e cordialità un
pensiero di profonda e viva riconoscenza. Non posso dimenticare il personale docente, tecnico e
amministrativo del Dipartimento, senza il quale il mio percorso di studi sarebbe stato meno ricco e
proficuo: in particolare, un’espressione speciale di gratitudine vada ai Proff. Ingg. Maria Giovanna
Tanda e Sandro Longo per l’incoraggiamento prezioso ed il sostegno costante. Ancora un grazie
sentito ai colleghi dottorandi, ai tesisti e soprattutto all’insostituibile Ing. Francesca Aureli che ha
quotidianamente condiviso con me le soddisfazioni e le fatiche di questi ultimi tre anni. Infine, un
pensiero affettuoso alla mia famiglia a cui devo e dedico questo traguardo.

Parma, Gennaio 2004
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Introduzione

I flussi idrici a superficie libera, soggetti al campo della gravità, in regime di moto rapidamente
vario, come quelli conseguenti al rapido rilascio di masse d’acqua raccolte a tergo di sistemi di
ritenuta, presentano sovente evoluzioni talmente complesse nelle concrete situazioni tecniche da
renderne ardua la codifica in termini matematici: infatti, nei casi pratici, si verificano usualmente
la formazione e la propagazione di onde a fronte ripido, lo sviluppo di moti vorticosi, l’allagamento
di zone inizialmente asciutte dalla topografia accidentata, l’aggiramento di ostacoli insormontabili,
ecc. Lo studio e la previsione degli aspetti principali di tali eventi catastrofici assumono un’impor-
tanza del tutto particolare, risultando essenziali per delimitare le aree potenzialmente inondabili,
valutare il livello connesso di rischio idraulico ed i possibili danni arrecabili alla comunità civile,
ai beni immobili ed alle attività economiche e produttive, pianificare le modalità operative di
intervento, attivare idonee misure di prevenzione e controllo.
La schematizzazione matematica a cui si ricorre di frequente, cosiddetta “alle acque basse”,

si basa sull’ipotesi che le altezze d’acqua coinvolte siano piccole rispetto alla curvatura della su-
perficie libera, autorizzando a trascurare l’accelerazione in direzione verticale e a considerare la
distribuzione delle pressioni idrostatica sulla verticale stessa: in tal caso, l’accostamento dell’e-
quazione di continuità all’equazione del moto dà luogo ad un sistema non omogeneo di tipo iper-
bolico di equazioni differenziali non lineari del primo ordine alle derivate parziali che, scritto in
forma conservativa, sviluppa spontaneamente soluzioni discontinue anche partendo da condizioni
iniziali regolari. Questa tipologia di leggi di conservazione, nell’approccio monodimensionale, dette
t ed x le variabili indipendenti temporale e spaziale, si esplicita nella relazione:

∂

∂t
U(t, x) +

∂

∂x
F(U(t, x)) = S(U(t, x)), (1)

che nella forma integrale:

d

dt

Z x2

x1

U(t, x) dx = F(U(t, x1))−F(U(t, x2)) +
Z x2

x1

S(U(t, x)) dx (2)

stabilisce come la quantità conservata U(t, x) : R×R→ Rm (m ∈ N) complessivamente contenuta
nell’intervallo [x1, x2] vari in seguito agli scambi attuati attraverso i bordi dalla funzione di flusso
F(U(t, x)) ∈ Rm e per l’aumento (o diminuzione) operato dal termine sorgente S(U(t, x)) ∈ Rm.
Le (1) - (2) trovano applicazione in numerosissime discipline per l’interpretazione di fenomeni

di carattere ondulatorio, cioè accomunati dal fatto di comportare la propagazione di perturbazioni
ed il trasporto advettivo di sostanze. Esse ammettono soluzione analitica in un numero esiguo
di casi semplici e schematici; per questa ragione, negli ultimi decenni, incoraggiata dalle sempre
più potenti risorse di calcolo messe a disposizione dai mezzi informatici, molta attenzione è stata
dedicata da parte della comunità scientifica allo sviluppo di tecniche computazionali finalizzate alla
risoluzione numerica del problema.

1
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A tale scopo varie metodologie, la maggior parte delle quali concepite nel campo dell’Aerodi-
namica, possono essere adottate: recentemente rapidi progressi sono stati compiuti nella direzione
del perfezionamento di interessanti ed innovative tecniche (metodi agli elementi finiti alla Galerkin,
metodi spettrali) [50,51,179] che in parte combinano le proprietà caratteristiche dei metodi classici
(alle differenze finite, ai volumi finiti, agli elementi finiti). Tuttavia il metodo ai volumi finiti è
attualmente tra i più diffusi e costituisce il principale oggetto della presente dissertazione.
Se il metodo alle differenze finite si fonda sull’equazione differenziale (1) e su una logica di

approssimazione puntuale dell’incognita U(t, x) sui nodi della griglia di discretizzazione spaziale,
il metodo ai volumi finiti, invece, fa riferimento alla forma integrale (2) e ricorre alla suddivisione
del dominio di calcolo in elementi spaziali (nell’approccio monodimensionale trattasi di intervalli£
xi−1/2, xi+1/2

¤
etichettati dall’indice i = 1, ..., nx), ad ognuno dei quali si attribuisce, per ogni

generico istante t = tn, un valor medio integrale Un
i della variabile U(t, x):

Un
i =

1

xi+1/2 − xi−1/2

Z xi+1/2

xi−1/2
U(tn, x) dx. (3)

In tal caso, l’evoluzione temporale dei valori medi si può ottenere direttamente dallo sviluppo al
discreto della (2) secondo l’algoritmo esplicito:

Un+1
i = Un

i −
tn+1 − tn

xi+1/2 − xi−1/2

³
fni+1/2 − fni−1/2

´
, (4)

dove si introduce il contributo fornito da funzioni numeriche di flusso f le quali, essendo calcolate
sulla base degli stessi valori medi Un

i all’istante corrente t = tn, devono essere convenientemente
costruite in modo da restituire una stima corretta dei flussi fisici che si scambiano due celle adiacenti
attraverso il bordo comune.
Dal momento che l’equazione (2), come già osservato, ammette soluzioni discontinue, cioè

soluzioni deboli che soddisfano le (1) tranne che sulle superfici di discontinuità [47], lo schema di
calcolo deve essere in grado di coglierle, riproducendo con accuratezza l’altezza e la velocità di
propagazione delle discontinuità (shocks e onde di contatto). A questo proposito il teorema di
Lax-Wendroff [112] assicura che una successione di soluzioni numeriche U(k), calcolate mediante
un metodo consistente e conservativo su una sequenza di griglie di indice k ∈ N con parametri ∆t(k)
e ∆x(k) → 0 per k → ∞, converge per k → ∞ alle soluzioni deboli del sistema (1) associato ad
opportune condizioni iniziali e al contorno; quella fisicamente rilevante viene isolata se lo schema
numerico incorpora implicitamente un criterio di entropia.
Metodi cosiddetti shock-tracking, nell’intento di posizionare le discontinuità ed imporre attra-

verso di esse le appropriate relazioni matematiche, risultano particolarmente laboriosi e talora inap-
plicabili soprattutto in ambito multidimensionale. Per contro un approccio shock-capturing unisce
la semplicità operativa e l’utilità della ricostruzione automatica delle discontinuità agli svantaggi
consistenti nella dilatazione delle discontinuità stesse su un certo numero (dipendente dal metodo)
di elementi di griglia e nell’introduzione, non eliminabile secondo il teorema di Godunov [85], di
oscillazioni spurie in prossimità dei forti gradienti qualora la procedura di calcolo lineare presenti
un ordine di accuratezza superiore ad uno.
Tali oscillazioni non fisiche, oltre a fornire una rappresentazione imprecisa della soluzione esatta,

sono responsabili dell’insorgenza di instabilità non lineari che rendono l’algoritmo meno efficiente, se
non addirittura inutilizzabile. Pertanto, per eliminarle mantenendo un alto ordine di accuratezza,
è necessario avvalersi di metodi numerici non lineari, detti “ad alta risoluzione”, che garantiscono
prestazioni notevoli in molti casi di interesse pratico, nonostante i relativi presupposti teorici
abbiano validità ristretta a situazioni modellabili con equazioni tipo piuttosto semplici. Altri
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metodi (UNO, ENO, WENO) [93] sono essenzialmente non oscillatori e nel contempo consentono
di raggiungere un alto ordine di accuratezza.
Nel seguito si descrivono gli schemi numerici ai volumi finiti, conservativi, shock-capturing,

ad alta risoluzione che sono stati implementati su calcolatore e dei quali sono state confermate
l’affidabilità e l’efficienza mediante raffronto con soluzioni di riferimento (eventualmente analitiche)
relative a casi test particolarmente significativi e con dati sperimentali.
A questo proposito è stata svolta un’attività ad hoc presso il laboratorio di Idraulica dell’U-

niversità degli Studi di Parma con il duplice obiettivo di fornire nuovi risultati sperimentali utili
alla convalida dei codici numerici e di valutare l’applicabilità di una tecnica di acquisizione non
invasiva di tipo colorimetrico [33]. Quest’ultima consiste nell’elaborazione di una serie di fotografie
digitali ad alta risoluzione scattate dall’alto, ritraenti un campo di moto illuminato uniformemente
dal basso. Avendo colorato la massa idrica coinvolta mediante una nota quantità di tracciante,
l’intensità di colore rilevata sulle immagini pixel per pixel ha permesso di ricostruire il campo di
profondità idriche da funzioni di trasferimento locali tracciate in base ad una preliminare procedura
di calibrazione spaziale.
I risultati ottenuti confermano che la metodologia di indagine è in grado di restituire infor-

mazioni globali quantitativamente accurate sulla distribuzione dei livelli idrici e di porsi come valida
alternativa alla semplice misurazione degli idrogrammi in un numero limitato di punti sperimentali.





Capitolo 1

Le equazioni di base

Il presente capitolo contiene uno sviluppo introduttivo dei principali concetti matematici utili
a comprendere le prerogative e le caratteristiche dei sistemi non lineari di equazioni differenziali
alle derivate parziali di tipo iperbolico, espressi in forma conservativa e definiti su dominio spaziale
multidimensionale, con particolare attenzione alla corrispondente formulazione integrale.
Di norma si ricorre a tali strumenti per la modellazione matematica di fenomeni di propagazione

di perturbazioni o di trasporto di scalari passivi (traccianti, sostanze inquinanti, ecc.).
Nella fattispecie, si discuterà l’applicazione a fenomeni idrici bidimensionali a pelo libero, in

regime di moto rapidamente vario, sottoposti all’effetto del campo di gravità: il fatto che l’ampiezza
d’onda figuri molto ridotta rispetto alle dimensioni planimetriche autorizza a trascurare la compo-
nente verticale della velocità e ad assumere che la distribuzione delle pressioni sia idrostatica lungo
la verticale.
Questo approccio, noto in letteratura come alle “acque basse” o shallow water [7,43,57,94,116,

118, 122, 125, 161, 179, 199], riscuote una vasta popolarità in virtù della relativa facilità di imple-
mentazione [2, 98, 146, 147, 202, 204] e si mostra particolarmente adatta alle applicazioni pratiche
in cui si intendano simulare onde di marea, il movimento di onde basse in prossimità delle spiagge
prima del frangimento, la propagazione di onde di piena nei corsi d’acqua, roll-waves nei canali, la
diffusione di sostanze inquinanti, flussi di miscugli eterogenei (debris-flow), onde di sommersione
e scenari di allagamento, fenomeni di rapido rilascio di opere di ritenuta (dam-break).
Non si tralascia, infine, un sintetico cenno alle proprietà matematiche ed alla struttura carat-

teristica delle equazioni su menzionate [47,84,99,116,126,177,179], dal momento che questi aspetti
condizionano la dinamica fisica dei fenomeni oggetto d’indagine e l’impianto delle tecniche di
discretizzazione numerica che verranno presentate.

1.1 Le equazioni bidimensionali alle acque basse

La dinamica dei fluidi è governata da relazioni matematiche non lineari che nel continuo tra-
ducono i principi fisici di conservazione della massa e di bilancio la quantità di moto, del momento
angolare e dell’energia totale [6,14,47,49,99,118,129,145,177,179,199].
In particolare, per fluidi viscosi, isotropi ed omogenei, per i quali si possa avanzare l’ipotesi

di densità di massa ρ approssimativamente costante (pertanto di incomprimibilità) e di compor-
tamento reologico newtoniano, ammesso che il processo di moto si svolga in condizioni isoterme,

5
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due sole equazioni (equazione di continuità ed equazione di Navier-Stokes) sono sufficienti per
risolvere il problema della determinazione del campo di moto e di pressione, cioè delle funzioni
pressione relativa p : R4 → R | p = p(t, x, y, z) e velocità v : R4 → R3 | v = v(t, x, y, z) =
[u(t, x, y, z), v(t, x, y, z), w(t, x, y, z)], le quali dipendono dalla variabile temporale t e dalle tre
coordinate spaziali (x, y, z), riferite ad un sistema di riferimento ortogonale euleriano ove l’asse z,
diretto verso l’alto, materializza la direzione verticale.
Sotto le ipotesi enunciate, definito con D

Dt =
∂
∂t + u ∂

∂x + v ∂
∂y + w ∂

∂z l’operatore di derivazione
sostanziale, in forma differenziale (forte) conservativa il problema si esprime come di seguito [49]:

div v = 0, (1.1)

ρ

µ
fe − Dv

Dt

¶
= grad p− µ∇2v, (1.2)

dove µ denota la viscosità dinamica (considerata costante) e fe : R4 → R3 | fe = fe(t, x, y, z)
rappresenta la distribuzione delle forze esterne di massa per unità di massa applicate al volume
fluido che occupa il dominio (variabile nel tempo):

Ωd(t) = {(x, y, z) : (x, y) ∈ Ω(t) ∧ z ∈ (b(t, x, y),H(t, x, y))} . (1.3)

Tale campo è delimitato dai bordi costituiti:

• dalla superficie del fondo (anch’essa eventualmente dipendente dal tempo, se mobile):

Γb(t) = {(x, y, z) : (x, y) ∈ Ω(t) ∧ z − b(t, x, y) = 0} , (1.4)

su cui vale la condizione al contorno: DΓb/Dt = 0;

• dalla superficie libera:

Γs(t) = {(x, y, z) : (x, y) ∈ Ω(t) ∧ z −H(t, x, y) = 0} , (1.5)

su cui si ammette insista la pressione atmosferica relativa p = 0 ed attraverso la quale
è continua la componente del tensore degli sforzi lungo una qualsiasi direzione tangente
(condizioni dinamiche); alla stessa si applica inoltre la condizione cinematica: DΓs/Dt = 0;

• dalle superfici laterali:

Γl(t) = {(x, y, z) : (x, y) ∈ γd(t) ∧ z ∈ (b(t, x, y),H(t, x, y))} . (1.6)

Nella precedente simbologia Ω(t) indica la proiezione orizzontale del campo di moto racchiusa
da linee di bordo γd(t) fisiche o di contatto acqua-acqua, b : R3 → R | b = b(t, x, y) la superficie
del letto di fondo e H : R3 → R | H(t, x, y) = h(t, x, y) + b(t, x, y) la quota idrica totale, essendo
h : R3 → R | h = h(t, x, y) il tirante idrico.
Per un fluido ideale l’equazione (1.2) di Navier-Stokes si semplifica nell’equazione detta di

Eulero [49]:

ρ

µ
fe − Dv

Dt

¶
= grad p. (1.7)
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La formulazione integrale (debole) dello stesso problema esprime i bilanci di massa e di quantità
di moto per un arbitrario volume V di controllo fluido, fisso rispetto al sistema di riferimento e
delimitato da una superficie chiusa A di contorno. Sempre nel caso di fluido ideale si conclude [49]:Z

A

v · n dS = 0, (1.8)

Z
V

ρfe dV −
Z
A

pn dS −
Z
A

ρ v · n v dS −
Z
V

∂

∂t
(ρv) dV = 0, (1.9)

dove n ∈ R3 individua il versore normale uscente in ogni punto del contorno A.
Manipolando la (1.1) e la (1.7) mediante integrazione sulla verticale, supposto che la compo-

nente verticale dell’accelerazione sia irrilevante e che la distribuzione delle pressioni sulla verticale
sia idrostatica, si ricavano le equazioni bidimensionali del moto a superficie libera nell’approssi-
mazione “alle acque basse” e nell’approccio differenziale [43,118,177,179]:

∂

∂t
U+

∂

∂x
F(U) +

∂

∂y
G(U) = S(U). (1.10)

In forma integrale si ottiene [118,177,179]:

d

dt

Z
Ω

U dxdy +

Z
∂Ω

υ ·H(U) ds =
Z
Ω

S(U) dxdy, (1.11)

da cui, per il teorema della divergenza, se la funzione U :R3 → R3 è smooth (di classe C∞) si
desume: Z

Ω

·
∂

∂t
U+

∂

∂x
F(U) +

∂

∂y
G(U)

¸
dxdy =

Z
Ω

S(U) dxdy. (1.12)

Nelle relazioni su introdotte, U : R3 → R3 | U(t, x, y) = [h, uh, vh]T è il vettore delle variabili
conservate (altezza idrica e portate specifiche nelle direzioni x e y), dove u : R3 → R | u = u(t, x, y)
e v : R3 → R | v = v(t, x, y) indicano le componenti planimetriche del vettore velocità v : R3 →
R2 | v(t, x, y) = [u(t, x, y), v(t, x, y)] (è nulla la componente verticale, approssimandosi il moto
a piano), mentre H : R3 → R3×2 | H(U) = [F(U), G(U)] rappresenta il vettore di flusso che
raggruppa le funzioni di flusso nelle due direzioni coordinate: F : R3 → R3 | F(U(t, x, y)) =
[uh, u2h+ 1

2gh
2, uvh]T e G : R3 → R3 | G(U(t, x, y)) = [vh, uvh, v2h+ 1

2gh
2]T . Inoltre con Ω

si intende un’arbitraria regione del campo di moto circoscritta dalla linea chiusa ∂Ω; υ(s) ∈ R2 è
il versore normale a ∂Ω uscente da ogni suo punto di coordinate (x(s), y(s)), dettando s ∈ R la
parametrizzazione della stessa curva mediante un sistema di ascisse curvilinee. Infine S : R3 →
R3 | S(U(t, x, y)) = [0, gh(S0x − Sfx), gh(S0y − Sfy)]

T individua il vettore dei termini forzanti
(sorgente), nel quale, trascurando gli effetti indotti dalla forza di Coriolis, dall’azione del vento
e da fenomeni di turbolenza, si annoverano solo gli effetti introdotti dal campo di gravità (di
accelerazione g) in virtù della pendenza del fondo e dalla resistenza offerta dal fondo stesso. In
definitiva [7,32,36,43,136,140,188,189], le pendenze geometriche (bottom slopes) nelle due direzioni
coordinate valgono:

S0x : R3 → R | S0x(t, x, y) = −
∂b(t, x, y)

∂x
e S0y : R3 → R | S0y(t, x, y) = −

∂b(t, x, y)

∂y
; (1.13)

le cadenti energetiche (friction slopes) nelle stesse direzioni (x, y), adottata la formula di resistenza
di Strickler nonostante la sua validità limitata a regimi di moto uniformi assolutamente turbolenti,
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e denotato con n : R2 → R | n = n(x, y) il coefficiente di resistenza di Manning, si esprimono
secondo le seguenti uguaglianze:

Sfx : R3 → R | Sfx(t, x, y) =
n2 u

√
u2 + v2

h4/3
e Sfy : R3 → R | Sfy (t, x, y) =

n2 v
√
u2 + v2

h4/3
.

(1.14)
In letteratura sono reperibili diversi approfondimenti sulle (1.14) allo scopo di tenere in con-
siderazione anche l’effetto della resistenza al moto introdotta da eventuali pareti solide [34, 73,
134].

1.2 Le proprietà delle equazioni
Il sistema differenziale (1.10) determina un problema dipendente dal tempo, solitamente definito

su dominio limitato, che necessita di condizioni iniziali [118,135,146]:

U(0, x, y) = U0 , U0 : R2 → R3 | U0 = U0(x, y) con (x, y) ∈ Ω(0) (1.15)

e di condizioni al contorno in numero pari, per ogni direzione, alle equazioni del sistema stesso.
La scelta delle condizioni di bordo è dettata dalla fisica del fenomeno descritto matematicamente

dalle (1.10) e, se inappropriata in termini di tipologia, di codifica o di numerosità, può inficiare
l’esistenza o l’unicità della soluzione del problema [56].
Di seguito si discutono le principali proprietà matematiche delle equazioni “alle acque basse”,

utili in fase di messa a punto di schemi di calcolo finalizzati alla risoluzione numerica delle stesse.

1.2.1 Struttura caratteristica e iperbolicità delle equazioni

Il sistema non lineare (1.10) può essere ridotto, in assenza di termine sorgente, alla seguente
forma omogenea di primo ordine:

∂

∂t
U+

∂

∂x
F(U) +

∂

∂y
G(U) = 0, (1.16)

dalla quale si ricava la forma non conservativa quasi-lineare (cioè lineare nelle derivate di ordine
1, con coefficienti dipendenti da U), equivalente alla precedente quando la funzione incognita U è
regolare [118]:

∂

∂t
U+A(U)

∂U

∂x
+B(U)

∂U

∂y
= 0, (1.17)

dove:

A : R3 → R3×3 | A(U(t, x, y)) =
 0 1 0
−u2 + gh 2u 0
−uv v u

 , (1.18)

B : R3 → R3×3 | B(U(t, x, y)) =
 0 0 1

−uv v u
−v2 + gh 0 2v

 , (1.19)

sono le matrici Jacobiane rispettivamente delle funzioni di flusso F(U) eG(U) [43,99,118,177,179].
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Detta c : R3 → R | c = c(t, x, y) =
p
g h(t, x, y) la velocità (celerità) relativa di propagazione

delle piccole perturbazioni di gravità, la matrice A(U) ammette gli autovalori λxi : R3 → R |
λxi = λxi(U(t, x, y)), (i = 1, 2, 3):

λx1 = u− c, λx2 = u, λx3 = u+ c, (1.20)

da cui discendono, a meno di fattori numerici di scala, i corrispondenti autovettori destri rxi :
R3 → R3 | rxi = rxi(U(t, x, y)), (i = 1, 2, 3):

rx1 =

 1
u− c
v

 , rx2 =

 0
0
1

 , rx3 =

 1
u+ c
v

 . (1.21)

Similmente, per la matrice B(U) si calcola:

λy1 = v − c, λy2 = v, λy3 = v + c, (1.22)

ry1 =

 1
u

v − c

 , ry2 =

 0
1
0

 , ry3 =

 1
u

v + c

 . (1.23)

In entrambi i casi, sono onde gravitazionali non lineari quelle associate agli autovettori di pedici
1 e 3, dal momento che grad λxi(U) · rxi(U) 6= 0 e grad λyi(U) · ryi(U) 6= 0, ∀U ∈ R3 per i = 1, 3
(le velocità caratteristiche λxi e λyi , per i = 1, 3, subiscono cioè variazione monotona lungo le
curve integrali dei rispettivi autovettori), mentre è onda di contatto degenere linearmente quella di
pedice 2, per la quale: grad λx2(U) · rx2(U) = 0 e grad λy2(U) · ry2(U) = 0, ∀U ∈ R3 (le velocità
caratteristiche λx2 e λy2 risultano cioè costanti distintamente lungo le curve integrali dei rispettivi
autovettori).
Il sistema quasi-lineare (1.17) è iperbolico in una certa regione del campo bidimensionale di

definizione del problema qualora una qualsiasi combinazione lineare C(U) delle matrici A(U) e
B(U) sia diagonalizzabile ed ammetta autovalori reali, qualunque valore assuma il vettore delle
variabili conservate U ∈ R3 [118,177,179]. In simboli:

C : R3 → R3×3 | C(U(t, x, y)) = µ ·D(U) =
 0 µx µy

µx gh− u µ · v µ · v+µx u µy u
µy gh− v µ · v µx v µ · v+µy v

 ,
(1.24)

dove µ ∈ R2 | µ = [µx, µy] è un versore che specifica un’arbitraria direzione sul piano e D : R3 →
R3×3 | D(U(x, y, t)) = [A(U), B(U)] il vettore delle matrici Jacobiane (1.18) e (1.19). La (1.24)
ha autovalori:

λc1 = µ · v− c, λc2 = µ · v, λc3 = µ · v+ c, (1.25)

con relativi autovettori destri (a meno di fattori numerici di scala):

rc1 =

 1
u− µx c
v − µy c

 , rc2 =

 0
µy
µx

 , rc3 =

 1
u+ µx c
v + µy c

 . (1.26)

E’ immediato verificare che le precedenti relazioni (1.20) e (1.21), così come le (1.22) e (1.23),
possono essere interpretate come casi particolari delle (1.25) e (1.26), rispettivamente per µ = [1, 0]
e µ = [0, 1].
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Pertanto, essendo C(U) diagonalizzabile con autovalori reali (distinti tra loro per letto bagna-
to), il sistema non lineare bidimensionale “alle acque basse” (1.16) è di tipo iperbolico (stretta-
mente, per letto bagnato) ed il comportamento del sistema fisico descritto dalle equazioni (1.17) è
contraddistinto da fenomeni di trasporto di onde con velocità finita.
Inoltre, poiché AB 6= BA, non è possibile diagonalizzare le due matrici Jacobiane simultanea-

mente, ma solo singolarmente:

A(U) = Rx(U) Λx(U) Rx(U)
−1, B(U) = Ry(U) Λy(U) Ry(U)

−1, (1.27)

dove Λx(U) e Λy(U) rappresentano le matrici diagonali degli autovalori:

Λx : R3 → R3×3 | Λx(U(x, y, t)) = diag (λx1 , λx2 , λx3), (1.28)

Λy : R3 → R3×3 | Λy(U(x, y, t)) = diag (λy1 , λy2 , λy3), (1.29)

e Rx(U) ed Ry(U) le matrici non singolari (quindi invertibili) degli autovettori linearmente
indipendenti:

Rx : R3 → R3×3 | Rx(U(t, x, y)) = [rx1 , rx2 , rx3 ] =

 1 0 1
u− c 0 u+ c
v 1 v

 , (1.30)

Ry : R3 → R3×3 | Ry(U(t, x, y)) = [ry1 , ry2 , ry3 ] =

 1 0 1
u 1 u

v − c 0 v + c

 . (1.31)

Le equazioni (1.17) risultano di conseguenza, anche in virtù della loro non linearità, intimamente
accoppiate.
In definitiva, le onde di gravità definite dagli autovettori rc1 ed rc3 ammettono componenti

di velocità nella generica direzione (µx, µy) e si propagano in tale direzione con velocità c(t, x, y)
rispetto al fluido in movimento; invece l’onda relativa all’autovettore rc2 trasferisce semplicemente
col flusso perturbazioni di velocità in direzione ortogonale (onda di contatto) [118].

1.2.2 Relazioni caratteristiche

La proprietà di iperbolicità del sistema di equazioni differenziali (1.17) è strettamente legata al
concetto matematico di superficie caratteristica nello spazio (x, y, t), superficie lungo la quale certe
proprietà si conservano o attraverso cui possono verificarsi discontinuità nelle derivate [1,56,99]. In
particolare, garanzia di iperbolicità risiede nella possibilità di ridurre le equazioni di conservazione
di base, applicate a un dominio tridimensionale, a relazioni differenziali “di compatibilità” valide
sulle superfici caratteristiche, cioè su sottospazi bidimensionali [37,104,171].
Un fronte d’onda che interpreti la propagazione non lineare di un disturbo nella variabile U,

ha espressione nello spazio orario (x, y, t):

S = {(t, x, y) : S(t, x, y) = 0} ; (1.32)

l’onda corrispondente ha forma:
U = bU ei(x·κ−ωt), (1.33)
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dove bU ∈ R3 indica l’ampiezza dell’onda, i rappresenta l’unità immaginaria, x ∈ R2| x = [x, y] il
vettore posizione sul piano fisico, ω ∈ R |ω = −∂S(t,x,y)

∂t simboleggia la frequenza d’onda, mentre

κ ∈ R2| κ =
h
∂S(t,x,y)

∂x , ∂S(t,x,y)
∂y

i
il numero d’onda che individua la direzione fisica di propagazione.

Affinché tale fenomeno ondulatorio sia soluzione generale delle (1.17) [99,205], il sistema omogeneo:µ
I
∂S

∂t
+A

∂S

∂x
+B

∂S

∂y

¶ bU = 0, (1.34)

in cui I indica la matrice identità di ordine 3, deve ammettere soluzione non banale, cioè deve
essere soddisfatta la relazione:

det

µ
I
∂S

∂t
+A

∂S

∂x
+B

∂S

∂y

¶
= 0. (1.35)

Una volta definiti nello spazio (x, y, t) il vettore velocità V : R3 → R3 | V(t, x, y) = [1, u, v]
e la normale n : R3 → R3 | n(t, x, y) = [nt, nx, ny] = [−ω, κ] ai fronti d’onda (superfici
caratteristiche), la (1.35) equivale alla:

det (I nt +A nx +B ny) = 0, (1.36)

che, dopo passaggi algebrici, porge la seguente equazione nel vettore n [104]:

(V · n)2
h
(V · n)2 − c2

¡
n2x + n2y

¢i
= 0. (1.37)

La legge di annullamento del prodotto applicata alla (1.37) permette di ravvisare l’esistenza di
due famiglie distinte di superfici caratteristiche lungo cui si trasmettono le informazioni [104].
La prima proviene dall’uguaglianza:

V · n = 0, (1.38)

che, accoppiata alla condizione di normalizzazione per la componente fisica di n:

n2x + n2y = 1, (1.39)

isola localmente∞1 normali collocate sul piano delle normali ortogonale al vettore V e delimitate
dal cilindro avente generatrici parallele all’asse t e direttrice circolare di raggio unitario. Tale
famiglia è costituita pertanto da una semplice infinità di superfici piane di flusso aventi sostegno
sul vettore V (Fig. 1.1); le mutue intersezioni tra le superfici stesse individuano nello spazio (x, y, t)
curve (world lines), localmente tangenti a V, le cui proiezioni sul piano fisico (x, y) disegnano le
traiettorie del flusso. Lungo queste curve vale l’equazione di bilancio dell’energia meccanica per
unità di peso [49]:

−∂h
∂t
+V · grad

Ã
h+

√
u2 + v2

2g

!
+ u (Sfx − S0x) + v

¡
Sfy − S0y

¢
= 0. (1.40)

La seconda famiglia (Fig. 1.2) è specificata dal cono (cono delle normali) [104]:

(V · n)2 − c2
¡
n2x + n2y

¢
= 0, (1.41)
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Figura 1.1: Superfici caratteristiche di flusso [104].

che si può scrivere anche:

n E nT = 0, (1.42)

dove:

E =

1 u v
u u2 − c2 uv
v uv v2 − c2

 , (1.43)

sulle cui generatrici giacciono le normali n. Queste ultime sono perpendicolari alla semplice infinità
di piani caratteristici localmente tangenti alle superfici caratteristiche (superfici d’onda): l’invilup-
po dei piani caratteristici produce un cono (detto cono caratteristico), reciproco ed ortogonale a
quello delle normali, che ha equazione:

n E−1 nT = 0, (1.44)
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Figura 1.2: Superfici caratteristiche d’onda e conoide caratteristico [104].

in cui:

E−1 =
1

c2

c2 − u2 − v2 u v
u −1 0
v 0 −1

 . (1.45)

Le relative generatrici risultano pertanto tangenti alle superfici d’onda. Le linee nello spazio (x, y, t)
le cui tangenti in ogni punto materializzano la linea di tangenza tra tale cono ed i piani caretteristici
sono responsabili, analogamente al caso monodimensionale, della trasmissione delle informazioni
e sono dette curve bicaratteristiche. L’infinità di queste curve individua un conoide caratteristico
(Fig. 1.2) che risponde al sistema di equazioni differenziali:


dx

dt
= u+ nx c

dy

dt
= v + ny c

. (1.46)
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Figura 1.3: Zona di influenza e dominio di dipendenza relativi al punto P [104].

Sulle superfici caratteristiche appartenenti a questa classe vale la relazione di compatibilità [104]:

(V+ cν) ·
µ
grad h+

c

g
grad u+

c

g
grad v

¶
=

=
c

gh
ν · ST−c

2

g

·¡
1 + n2x

¢ ∂u
∂x
− nxny

µ
∂u

∂x
+

∂v

∂y

¶
+
¡
1 + n2y

¢ ∂v
∂y

¸
,

(1.47)

indicata con ν : R3 → R3 | ν(t, x, y) = [0, nx, ny] la proiezione di n sul piano fisico.
Fissato un punto P nello spazio (x, y, t), ogni perturbazione provocata sulle variabili conservate

U(t, x, y) in corrispondenza dell’istante t = t si propaga con fronti circolari e si risente in una
regione =(t, x, y), detta zona di influenza, circoscritta dal conoide caratteristico centrato in P
e con generatrici dirette nel verso del tempo crescente. Invece, l’entità delle variabili conservate
U(t, x, y) in corrispondenza del generico punto P nello spazio orario dipende dal valore che lo stesso
vettore U assume nei punti appartenenti ad una regione D(t, x, y), detta dominio di dipendenza,
individuata dal conoide caratteristico che, centrato in P , si sviluppa nel verso del tempo decrescente
(Fig. 1.3).
Inoltre, se la direzione dei tempi tracciata dal solito punto P è contenuta nei relativi conoidi

caratteristici, la corrente è subcritica (lenta) nello stesso punto, cioè è contraddistinta da numero
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di Froude Fr : R3 → R | Fr(t, x, y) =
√
[u(t,x,y)]2+[v(t,x,y)]2

c(t,x,y) minore di 1; se è esterna ai conoidi è su-
percritica (veloce) con numero di Froude superiore a 1; se infine è tangente ai conoidi, tracciandone
una generatrice, la corrente (a cui compete Fr = 1) è critica.

1.2.3 Il problema di Riemann bidimensionale

Con l’espressione “problema di Riemann” [118, 177, 179], si intende il problema matematico
costituito da un sistema iperbolico di equazioni differenziali, nella fattispecie il sistema (1.10),
corredato di una speciale condizione iniziale monodimensionale rappresentata da due distinti stati
uniformi, per esempio lungo la direzione x, separati da una discontinuità:

U(0, x, y) =

½
Ul per x < 0
Ur per x > 0

, (1.48)

dove Ul = [hl, ulhl, vlhl]
T e Ur = [hr, urhr, vrhr]

T simboleggiano gli stati iniziali rispettiva-
mente a sinistra e a destra dell’ascissa x = 0.
In particolare, quando la (1.48) si traduce in una condizione di discontinuità iniziale tra diversi

livelli idrici, come appare di seguito:

h(0, x, y) =

½
hl per x < 0
hr per x > 0

, (1.49)

u(0, x, y) =

½
ul = 0 per x < 0
ur = 0 per x > 0

, (1.50)

v(0, x, y) =

½
vl = 0 per x < 0
vr = 0 per x > 0

, (1.51)

essendo hl > 0, hr > 0 e hl 6= hr, si parla di “problema di dam-break”.
Il problema di Riemann piano si affronta sviluppando nella direzione x il problema splitting

monodimensionale aumentato:

∂

∂t
U+

∂

∂x
F(U) = 0, (1.52)

U(0, x) =

½
Ul per x < 0
Ur per x > 0

, (1.53)

la cui struttura ammette in ogni punto fisico l’interazione di tre onde che procedono a diversa
velocità: due gravitazionali non lineari, a fronte ripido (shock) oppure di rarefazione (onda di
depressione), attraverso cui si realizza rispettivamente un’accelerazione netta o graduale del fluido,
una linearmente degenere (onda di contatto), la quale viene trasportata passivamente dal flusso e
non riveste, pertanto, un ruolo dinamico nel processo di propagazione delle onde di gravità.
La strategia risolutiva consta di due stadi [118]:
- il riconoscimento della tipologia delle onde coinvolte, una volta nota la loro configurazione

geometrica;
- il calcolo degli stati intermedi U∗l = [h∗, u∗h∗, v∗l h

∗]T e U∗r = [h∗, u∗h∗, v∗rh∗]
T , separati

dalla discontinuità di contatto, che si stabiliscono nella regione del piano orario (x, t) compresa tra
le due onde di gravità (star region).
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L’interazione e la sovrapposizione di queste onde, unitamente alla loro tendenza a deformarsi
indipendentemente (per la non linearità delle equazioni) propagandosi a diverse velocità (finite),
rendono il problema della loro ricostruzione piuttosto ostico e, nella maggior parte di casi, non
risolubile analiticamente [118]. Nel seguito si esaminano brevemente le proprietà di ogni singola
tipologia di onde.

Onda di shock. Consiste in un’onda gravitazionale non lineare discontinua che separa due stati
costanti U∗ e Ul (Ur), se associata all’autovettore rx1 (U) (rx3 (U)). Poiché attraverso di
essa valgono le relazioni di Rankine-Hugoniot [118,139,179]:

F(U∗)−F(U) = s
¡
U∗ −U¢ , (1.54)

che nel caso in studio si traducono nelle:

u∗h∗ − uh = s
¡
h∗ − h

¢
,

(u∗)2 h∗ − u2h+
1

2
g
h
(h∗)2 − h

2
i
= s

¡
u∗h∗ − uh

¢
,

u∗v∗h∗ − uvh = s
¡
v∗h∗ − vh

¢
,

(1.55)

dove s ∈ R indica la velocità di propagazione dell’onda, si dispone di un sistema di tre
equazioni in quattro incognite (h∗, u∗, v∗ ed s) al fine della determinazione dello stato U∗

coniugato nello shock a quello noto U (coincidente con Ul o Ur). Parametrizzando le (1.55)
rispetto ad h∗, si ottiene [118,179]:

s (h∗) =
u∗h∗ − uh

h∗ − h
,

u∗ (h∗) = u± ¡h∗ − h
¢s1

2
g
h∗ + h

h∗h
,

v∗ = v,

(1.56)

da cui si deduce come la componente tangenziale della velocità (e gli scalari passivi in genere,
trattati nel paragrafo 1.3) resti invariata attraverso lo shock ed esistano, al variare di h∗ 6= h,
due famiglie di statiU∗, detti luoghi di Hugoniot nello spazio delle fasi (h, uh) (una, associata
all’autovettore rx1 (U

∗), costituita dalla semplice infinità di stati coniugati a Ul, l’altra,
associata all’autovettore rx3 (U

∗), formata invece dagli ∞1 stati coniugati a Ur) connessi
tramite lo shock ad uno stato di riferimento U (Fig. 1.4, a-b). Per h∗ = h, la seconda delle
(1.56) si riduce ovviamente a: u∗ = u ed i luoghi di Hugoniot ammettono come tangente
l’autovettore relativo [118]. Del resto, varie altre parametrizzazioni si possono adottare per
le (1.55); si cita, a titolo di esempio [179], quella che si può desumere in termini del numero
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di Froude dello shock Fs ∈ R | Fs = s/c, essendo c =
p
gh:

h∗ (Fs) = h
−1 +

q
1 + 8

¡
F − Fs

¢2
2

,

u∗ (Fs) = u− c

µ
1− h

h∗

¶¡
F − Fs

¢
,

v∗ = v,

(1.57)

in cui F ∈ R | F = u/c rappresenta il numero di Froude dello stato noto U. Tuttavia,
solo una porzione dei luoghi di Hugoniot è costituita da stati fisicamente realizzabili: infatti,
hanno fondamento fisico solo quelli che assicurano un carattere compressivo allo shock, dando
vita, sul piano orario (x, t), a linee caratteristiche incidenti la retta x/t = s. A tal fine, essi
devono soddisfare la condizione di entropia di Lax [118] che stabilisce, per l’onda di shock
isolata eventualmente associata all’autovettore rxp (p = 1, 3), che si propaga a velocità finita
s e separa due stati costanti bUl e bUr giacenti sul medesimo luogo di Hugoniot :

λxp

³bUl

´
> s > λxp

³bUr

´
, (1.58)

e contemporaneamente:

λxk

³bUl

´
< s ∧ λxk

³bUr

´
< s per k < p,

λxk

³bUl

´
> s ∧ λxk

³bUr

´
> s per k > p.

(1.59)

Ciò si traduce più semplicemente, per il problema monodimensionale aumentato alle acque
basse, in una condizione sulle profondità idriche [118] (Fig. 1.4, a-b):

per p = 1 (shock sinistro) hr > hl > 0,
per p = 3 (shock destro) hl > hr > 0.

(1.60)

In definitiva:

U(t, x) =

( bUl per x/t ≤ sbUr per x/t > s
, (1.61)

ed in particolare, nell’applicazione ai problemi di Riemann alle acque basse:

se h∗ > hl > 0 (shock sinistro) U(t, x) =

½
Ul per x/t ≤ s
U∗l per x/t > s

, (1.62)

se h∗ > hr > 0 (shock destro) U(t, x) =

½
U∗r per x/t ≤ s
Ur per x/t > s

. (1.63)

Onda di rarefazione. È una particolare onda semplice centrata associata ad uno dei due campi
caratteristici non lineari del sistema (1.52), cioè un’onda regolare U(t, x) = eU(ξ(x/t))
soluzione dello stesso sistema (1.52) di leggi di conservazione monodimensionale aumenta-
to e parametrizzata mediante la mappa continua ξ : R2 → R | ξ = ξ(t, x), per la quale
ξ(t, x) = x/t. Tutti gli stati facenti parte di un’onda semplice appartengono nel piano delle
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fasi alla stessa curva integrale dell’autovettore rxp (U) (p = 1, 3), la quale è caratterizzata
dal fatto che in ogni punto U (ξ(t, x)) il vettore dU (ξ) /dξ tangente alla curva coincide, a
meno di un fattore numerico di proporzionalità α (ξ), col medesimo autovettore rxp (U(ξ))
corrispondente all’autovalore λxp (U(ξ)) (p = 1, 3) [118]:

dU (ξ)

dξ
= α (ξ) rxp (U(ξ)). (1.64)

Specializzando la relazione precedente al caso delle equazioni (1.52) alle acque basse in
termini delle grandezze primitive W = [h, u, v]

T , fissati uno stato di riferimento W =£
h, u, v

¤T
e α (ξ) = 1, si ottiene [118, 179], per il campo caratteristico dell’autovettore rx1 ,

una parametrizzazione in funzione di h della relativa curva integrale (Fig 1.4, c):

u = u+ 2

µq
gh−

p
gh

¶
, (1.65)

ed il risultato che la componente tangenziale v della velocità non risente del fenomeno ondoso
in esame:

v = v. (1.66)

Similmente per il campo caratteristico dell’autovettore rx3 (Fig 1.4, d):

u = u− 2
µq

gh−
p
gh

¶
, (1.67)

v = v. (1.68)

Dalle (1.65) e (1.67) si evince che le quantità wx1 : R2 → R | wx1(U(ξ(t, x))) = u+ 2
√
gh e

wx3 : R2 → R | wx3(U(ξ(t, x))) = u − 2√gh, dette invarianti di Riemann, restano costanti
attraverso le onde semplici rispettivamente associate a rx1(U(ξ)) e rx3(U(ξ)) e lungo le
omologhe curve integrali, le quali si possono conseguentemente interpretare come curve di
livello, sul piano delle fasi, delle stesse funzioni wxp(U(ξ)) (p = 1, 3). Pertanto gli invarianti
wxp(U(ξ)) sono funzioni il cui gradiente è normale al corrispettivo autovettore rxp(U(ξ))
(p = 1, 3) per ogni U ∈ R3 [118]:

grad wxp(U(ξ)) · rxp(U(ξ)) = 0. (1.69)

In definitiva, un’onda centrata di rarefazione isolata ha espressione [179], detti bUl e bUr due
stati giacenti sulla stessa curva integrale:

U(t, x) =



bUl per x/t ≤ λxp

³bUl

´
eU (x/t) per λxp

³bUl

´
≤ x/t ≤ λxp

³bUr

´
bUr per x/t ≥ λxp

³bUr

´
(p = 1, 3) . (1.70)

Inoltre l’assunzione: λxp
³bUl

´
< λxp

³bUr

´
(p = 1, 3), oltre a garantire che nella regione del

piano orario interessata dall’onda le curve caratteristiche siano rette divergenti dall’origine,
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permette di isolare la porzione di curva integrale luogo degli stati a cui si può attribuire senso
fisico [118] (Fig. 1.4, c-d). In particolare, nell’applicazione ai problemi di Riemann alle acque
basse:

se hl ≥ h∗ > 0 (rarefazione sinistra):

W(t, x) =



Wl = [hl, ul, vl]
T per x/t ≤ ul − cl

fWl (x/t) =



1

9g

³
ul + 2cl − x

t

´2
1

3

³
ul + 2cl + 2

x

t

´
vl


per ul − cl ≤ x/t ≤ u∗ − c∗

W∗
l = [h

∗, u∗, v∗l ]
T per x/t ≥ u∗ − c∗

,

(1.71)

se hr ≥ h∗ > 0 (rarefazione destra):

W(t, x) =



W∗
r = [h

∗, u∗, v∗r ]
T per x/t ≤ u∗ + c∗

fWr (x/t) =



1

9g

³
−ur + 2cr + x

t

´2
1

3

³
ur − 2cr + 2x

t

´
vl


per u∗ + c∗ ≤ x/t ≤ ur + cr

Wr = [hr, ur, vr]
T per x/t ≥ ur + cr

.

(1.72)

Onda di contatto. Trattasi di un’onda linearmente degenere associata al campo caratteristico
dell’autovettore rx2 (U), per la quale la velocità caratteristica λx2 (U) è costante su ogni
curva integrale (assumendo chiaramente valori distinti da curva a curva). I due stati iniziali
discontinui U∗l e U

∗
r coniugati nell’onda appartengono pertanto alla stessa curva integrale,

che assume anche le prerogative di luogo di Hugoniot [118]: ciò implica che tale onda si
comporti linearmente trasferendo senza deformarsi, con velocità λx2 (U

∗
l ) = λx2 (U

∗
r), la sola

variazione discontinua della componente tangenziale v della velocità, che si comporta come
uno scalare passivo. Di conseguenza, sul piano orario (x, t), le linee caratteristiche risultano
parallele alla retta rappresentativa dell’onda stessa. Per il problema in esame:

v(t, x) =

½
v∗l = vl per x/t ≤ u∗

v∗r = vr per x/t > u∗ . (1.73)

Nella fattispecie, la soluzione del problema di dam-break ai valori iniziali (1.49)-(1.50)-(1.51) con
hl > hr > 0 [161] consiste nell’unica combinazione di onde gravitazionali che sia fisicamente plausi-
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bile e che rispetti l’entropy condition di Lax, cioè un’onda di depressione seguita da un’onda a fronte
ripido, separate dalla star region caratterizzata da valori intermedi costanti delle variabili primitive
W∗ = [h∗, u∗, v∗]T , ove v∗ = v∗l = v∗r = 0 (Fig. 1.5). Gli stati Ul e U∗ = [h∗, u∗h∗, v∗h∗]

T ap-
partengono alla curva integrale dell’autovettore rx1 ; pertanto tra essi intercorre il legame seguente,
espresso in funzione delle grandezze primitive:

u∗ = ul + 2
³p

ghl −
p
gh∗

´
; (1.74)

inoltre lo stato U∗ giace sul luogo di Hugoniot passante per Ur; quindi:

u∗ = ur + (h
∗ − hr)

s
g

2

µ
1

h∗
+
1

hr

¶
. (1.75)

Le due relazioni precedenti costituiscono un sistema di due equazioni nelle due incognite h∗ e u∗

che può essere facilmente ridotto, mediante eliminazione di u∗, ad una equazione algebrica non
lineare in h∗ [118,179].
Per un problema di Riemann del tutto generale [118, 130, 172, 173, 177, 179], la scelta della

combinazione di onde dipende dal caso specifico in esame; i valori delle variabili primitive h∗ e u∗

nella star region scaturiscono dalla risoluzione numerica (ad esempio [135,179] mediante lo schema
iterativo di Newton-Raphson) dell’equazione algebrica non lineare:

f(h∗) = u∗l (h
∗)− u∗r(h

∗) = 0, (1.76)

dove:

u∗l (h
∗) =


ul + 2

¡√
ghl −

√
gh∗

¢
se h∗ 6 hl (rarefazione)

ul − (h∗ − hl)

s
g

2

µ
1

h∗
+
1

hl

¶
se h∗ > hl (shock)

,

u∗r(h∗) =


ur − 2

¡√
ghr −

√
gh∗

¢
se h∗ 6 hr (rarefazione)

ur + (h
∗ − hr)

s
g

2

µ
1

h∗
+
1

hr

¶
se h∗ > hr (shock)

.

(1.77)

La soluzione della (1.76), per opportune combinazioni dei dati che soddisfino alla condizione di
positività della profondità idrica:

2
³p

ghl +
p
ghr

´
> ur − ul, (1.78)

esiste ed è unica [177,179], essendo f(h∗) funzione di variabile reale, continua per h∗ > 0, monotona
crescente con concavità rivolta verso il basso.
Nelle Figg. 1.4 e 1.5 sono riportati i luoghi di Hugoniot e le curve integrali che concorrono alla

costruzione della soluzione del problema di Riemann con le condizioni iniziali (1.49)-(1.50)-(1.51)
unite all’assunzione: hl = 3.0 m, hr = 1.0 m. In Fig. 1.6 è sintetizzata la struttura ondosa del
fenomeno.
Caso speciale del problema di Riemann (1.52)-(1.53) si verifica quando alcune regioni del do-

minio fisico siano inizialmente asciutte oppure lo diventino in seguito di fenomeni di interazione
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Figura 1.4: Problema di dam-break con hl = 3.0m e hr = 1.0m: a) luogo di Hugoniot connesso
con lo stato sinistro Ul, b) luogo di Hugoniot connesso con lo stato destro Ur, c) curva integrale
connessa con lo stato Ul, d) curva integrale connessa con lo stato Ur. In tratteggio gli stati che
non soddisfano l’entropy-condition.
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Figura 1.5: Costruzione della soluzione del problema di dam-break con hl = 3.0m e hr = 1.0m:
a) coppia di shocks, b) shock sinistro e rarefazione destra, c) rarefazione sinistra e shock destro, d)
coppia di rarefazioni. Solo il caso c) ha validità fisica.
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Figura 1.6: Evoluzione del problema di dam-break : a) condizione iniziale, b) profilo di altezze
d’acqua all’istante t = t, c) profilo di velocità all’istante t = t, d) diagramma d’onda del fenomeno
nel piano (x, t). Linee caratteristiche per i campi associati agli autovettori: e) rx1 , f) rx2 , g) rx3 .
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tra onde [177,179]. La struttura del problema muta profondamente dal momento che non esiste la
star region e non può svilupparsi un’onda a fronte ripido al confine tra le zone bagnata ed asciutta,
laddove invece si riscontra una discontinuità di contatto.
Infatti, la soluzione al problema (1.52), accostato alle condizioni iniziali (1.49)-(1.50)-(1.51) ove

si ponga hl = 0 (o in alternativa hr = 0), si riduce all’onda di depressione associata all’autovalore
sinistro (destro) λx1 = u − c (λx3 = u + c) e delimitata dal fronte idrico a cui compete, per la
(1.74), la velocità:

s∗l : R3 → R | s∗l (t, x, y) = ul + 2
p
ghl (s∗r : R3 → R | s∗r(t, x, y) = ur − 2

p
ghr). (1.79)

Le (1.71)-(1.72) si modificano come di seguito, raggruppando il vettore W0 = [0, 0, 0]
T le

grandezze primitive relative alla regione asciutta:

se hl > hr = 0 (rarefazione sinistra):

W(t, x) =


Wl per x/t ≤ ul − cl

fWl (x/t) per ul − cl ≤ x/t ≤ s∗l

W0 per x/t ≥ s∗l

,
(1.80)

se hr > hl = 0 (rarefazione destra):

W(t, x) =


W0 per x/t ≤ s∗r

fWr (x/t) per s∗r ≤ x/t ≤ ur + cr

Wr per x/t ≥ ur + cr

,
(1.81)

mentre la (1.73) diventa:

se hl > hr = 0 (rarefazione sinistra) v(t, x) =

½
vl per x/t ≤ s∗l
vr = 0 per x/t > s∗l

, (1.82)

se hr > hl = 0 (rarefazione destra) v(t, x) =

½
vl = 0 per x/t ≤ s∗r
vr per x/t > s∗r

. (1.83)

Nel caso in cui la coesistenza di due stati iniziali (1.48) contravvenga alla condizione di posi-
tività della profondità idrica (1.78), si verifica l’asciugamento di un’area compresa tra due onde di
rarefazione relative rispettivamente agli autovalori λx1 e λx3 ; i fronti che la racchiudono assumono
velocità s∗l e s

∗
r che soddisfano la disequazione: s

∗
l ≤ s∗r , in linea con la (1.78). Pertanto:

W(t, x) =



Wl per x/t ≤ ul − cl

fWl (x/t) per ul − cl ≤ x/t ≤ s∗l

W0 per s∗l ≤ x/t ≤ s∗r

fWr (x/t) per s∗r ≤ x/t ≤ ur + cr

Wr per x/t ≥ ur + cr

, (1.84)
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v(t, x) =

 vl per x/t ≤ s∗l
0 per s∗l ≤ x/t ≤ s∗r
vr per x/t ≥ s∗r

. (1.85)

In definitiva, per un andamento continuo dell’altezza idrica con la coordinata spaziale x, si
riscontra una discontinuità sul profilo di velocità il quale, in corrispondenza del fronte, registra
un repentino abbassamento dal valore massimo a quello nullo, accentuando di fatto le difficoltà
numeriche che implica la procedura di previsione della posizione dei contorni mobili tra zone
bagnate ed asciutte del campo di moto. Inoltre, la condizione di stabilità degli schemi di calcolo
che provvedono all’integrazione delle (1.10) risente considerevolmente delle proprietà dei fronti di
bagnamento/asciugamento, come si discuterà nel paragrafo 2.2.3.
Spesso risolvere esattamente il problema di Riemann può risultare dispendioso dal punto di vista

dell’impiego delle risorse di calcolo: per questo generalmente si ricorre a solutori approssimati che
garantiscono risultati accettabili nonostante una semplificazione della procedura computazionale.
I Riemann solvers esatti possono tuttavia trovare frequente applicazione locale in alcuni metodi
numerici [46,82] e nei processi di verifica delle prestazioni e dell’affidabilità dei codici stessi.

1.2.4 L’invarianza rotazionale

Definito un volume di controllo piano Ω delimitato da un contorno chiuso ∂Ω fisso rispetto al
sistema di riferimento cartesiano ortogonale (O, x, y), il sistema omogeneo (1.16), per ogni U ∈
R3 e per ogni direzione individuata dal versore υ : R → R2 | υ (θ) = [υx, υy] = [cos θ, sin θ]
perpendicolare al bordo ∂Ω (essendo θ ∈ R l’angolo formato dallo stesso versore con la direzione
x), gode della seguente proprietà, detta di invarianza rotazionale [177,179]:

υ(θ) · [F(U), G(U)] = T(θ)−1 F(T(θ) U), (1.86)

dove T : R→ R3×3 | T = T(θ) indica la matrice di rotazione di υ(θ) e T(θ)−1 la sua inversa:

T(θ) =

 1 0 0
0 cos θ sin θ
0 − sin θ cos θ

 , T(θ)−1 =

 1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 . (1.87)

Come si vedrà oltre nel paragrafo 2.2.6, questa proprietà riveste un’importanza notevole nel
processo di sviluppo di codici numerici basati su una discretizzazione spaziale attuata mediante
griglia di calcolo strutturata non cartesiana (ad elementi quadrilateri), cioè caratterizzata da linee
coordinate non disposte secondo le direzioni di riferimento del sistema cartesiano.

1.3 Il trasporto di scalari passivi
Le equazioni differenziali bidimensionali “alle acque basse” possono essere utilizzate per inter-

pretare matematicamente fenomeni di trasporto di scalari passivi (traccianti, sostanze inquinanti,
ecc.).
Detta φ : R3 → R | φ = φ(t, x, y) la concentrazione del singolo scalare passivo, espressa in

unità di massa per unità di volume, il sistema di tre equazioni differenziali in tre funzioni incognite
(1.10) viene completato dall’equazione lineare di advezione a coefficienti variabili:

∂

∂t
φ+ u

∂

∂x
φ+ v

∂

∂y
φ = 0, (1.88)
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che esprime il principio di conservazione della massa del tracciante e contemporaneamente stabilisce
l’ininfluenza esercitata dallo stesso sulla dinamica del fluido, il quale passivamente trasporta ogni
variazione registrata dalla funzione φ. Pertanto, la legge di conservazione (1.10) mantiene la
propria validità formale con le definizioni seguenti per il vettore delle variabili conservate e per le
funzioni di flusso: U : R3 → R4 | U(t, x, y) = [h, uh, vh, φh]T , F : R3 → R4 | F(U(t, x, y)) =
[uh, u2h+ 1

2gh
2, uvh, uhφ]T , G : R3 → R4 | G(U(t, x, y)) = [vh, uvh, v2h+ 1

2gh
2, vhφ]T .

Nella nuova struttura caratteristica delle equazioni, le matrici jacobiane A e B delle trasfor-
mazioni F(U) e G(U) rispettivamente appaiono come di seguito:

A : R3 → R4×4 | A(U(t, x, y)) =


0 1 0 0

−u2 + gh 2u 0 0
−uv v u 0
−uφ φ 0 u

 , (1.89)

B : R3 → R4×4 | B(U(t, x, y)) =


0 0 1 0
−uv v u 0

−v2 + gh 0 2v 0
−vφ 0 φ v

 . (1.90)

Dalla matrice A(U) si desumono gli autovalori λxi : R3 → R | λxi = λxi(U(t, x, y)), (i =
1, ..., 4):

λx1 = u− c, λx2 = λx3 = u, λx4 = u+ c, (1.91)

ed i corrispondenti autovettori destri (a meno di fattori numerici di scala) rxi : R3 → R4 | rxi =
rxi(U(t, x, y)), (i = 1, ..., 4):

rx1 =


1

u− c
v
φ

 , rx2 =


0
0
1
0

 , rx3 =


0
0
0
1

 , rx4 =


1

u+ c
v
φ

 . (1.92)

Ugualmente per la matrice B(U):

λy1 = v − c, λy2 = λy3 = v, λy4 = v + c, (1.93)

ry1 =


1
u

v − c
φ

 , ry2 =


0
1
0
0

 , ry3 =


0
0
0
1

 , ry4 =


1
u

v + c
φ

 . (1.94)

I campi caratteristici contrassegnati dai pedici 1 e 4 corrispondono ad onde non lineari attraverso
cui la variabile primitiva φ rimane invariata. Invece i campi caratteristici 2 e 3 sono linearmente
degeneri ed il relativo salto nella funzione φ (discontinuità di contatto) si trasferisce alla velocità
individuata dal corrispondente autovalore (che ha molteplicità 2) [118].
Tali aspetti teorici sono del tutto analoghi a quelli (esaminati nel paragrafo 1.2.3) che contrad-

distinguono le equazioni bidimensionali “alle acque basse” applicate ad un problema monodimen-
sionale lungo una direzione coordinata (sistema aumentato), ove la componente tangenziale della
velocità svolge il ruolo di uno scalare passivo [177,179].
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Il problema di Riemann che scaturisce dall’unione dell’espressione differenziale (1.10), aggiorna-
ta dalle definizioni su riportate, con la condizione iniziale (1.48), viene appunto risolto affrontando
il corrispondente problema splitting (lungo la direzione x) monodimensionale aumentato, in cui sia
la componente v della velocità del fluido che la concentrazione volumetrica φ di tracciante vengono
trattati come scalari passivi.
Per il dato iniziale:

φ(0, x, y) =

½
φl per x < 0
φr per x > 0

, (1.95)

accostato alle (1.49)-(1.50)-(1.51), si conclude che la funzione φ si mantiene uniforme variando in
maniera discontinua solo attraverso l’onda di contatto x/t = u∗:

φ(t, x, y) =

½
φl per x/t ≤ u∗

φr per x/t > u∗ . (1.96)

Qualora si verifichi l’uguaglianza a zero di hr (φr = 0), la discontinuità che separa gli stati φl e φr
procede sovrapposta al fronte di asciugamento/bagnamento con velocità s∗l :

φ(t, x, y) =

½
φl per x/t ≤ s∗l
φr = 0 per x/t > s∗l

. (1.97)

Analogamente, nel caso in cui hl = φl = 0:

φ(t, x, y) =

½
φl = 0 per x/t ≤ s∗r
φr per x/t > s∗r

. (1.98)

Infine, se l’assunzione (1.48) configura l’interazione tra stati idrici non consistenti con la condizione
(1.78), la funzione φ si distribuisce spazialmente secondo tre stati uniformi separati da due onde
di contatto:

φ(t, x, y) =

 φl per x/t ≤ s∗l
0 per s∗l < x/t < s∗r
φr per x/t ≥ s∗r

. (1.99)

Si noti come molti codici numerici ricostruiscano in modo poco accurato il trasporto di scalari
passivi, specialmente in corrispondenza di discontinuità (paragrafo 3.1.1).
Lo stesso sistema differenziale (1.10), accoppiato ad un’equazione di continuità della fase solida

e ad un’equazione di variazione nel tempo della geometria del fondo, che facciano uso di un’e-
spressione provata empiricamente per la valutazione del tasso di erosione-deposito, permette di
modellare l’evoluzione di un fenomeno idrico accompagnato da trasporto solido e da variazione
della morfologia del fondo, qualora sia necessario intenderlo mobile [18,40,43,69,127,187].





Capitolo 2

La soluzione numerica delle
equazioni

Il presente capitolo riassume i concetti che stanno alla base dell’applicazione dei metodi cosid-
detti “ai volumi finiti” [128, 131] per la risoluzione numerica dei problemi retti da sistemi non
lineari di equazioni differenziali alle derivate parziali di tipo iperbolico [10, 47, 67, 84, 99, 118, 138,
151, 157, 177, 179]. La flessibilità legata alla possibilità di operare su volumi di controllo di forma
arbitraria [177, 185, 186] e la validità delle proprietà di conservazione a livello discreto [99, 118]
costituiscono le peculiarità fondamentali che hanno determinato recentemente la larga diffusione
di questa metodologia.
Si espongono, inoltre, le caratteristiche matematiche di tre particolari schemi conservativi [177,

179, 212, 213], nonché la logica di trattamento dei contributi provenienti dai termini sorgente [32,
136, 188, 189] e le modalità operative di introduzione delle condizioni al contorno in presenza di
domini spaziali limitati [7, 118,177,179].
Si discutono successivamente le proprietà di accuratezza, consistenza, convergenza e stabilità

dei metodi descritti [98, 99, 118, 135], al fine di assegnare un grado di confidenza ai risultati del
calcolo.
Infine, si dedica un cenno all’adattamento di tali schemi a situazioni in cui si ricorra ad una

discretizzazione spaziale attuata mediante griglia strutturata non cartesiana [177].

2.1 Il metodo ai volumi finiti

La formulazione generale del metodo ai volumi finiti su dominio bidimensionale, applicato alla
risoluzione di problemi iperbolici codificati da leggi di conservazione espresse in forma integrale, si
fonda sull’idea di approssimare il valore assunto dalla variabile conservataU(t, x, y) sull’elemento di
controllo, di assegnarlo al suo baricentro e di aggiornarlo nel tempo, in assenza di termini forzanti,
mediante opportune funzioni di flusso numerico collocate sui bordi dell’elemento stesso [118,179].
Eseguita una partizione cartesiana del campo bidimensionale Ω di calcolo:

X × Y =
©
Xi | xi−1/2 ≤ x ≤ xi+1/2, i = 1, ..., nx

ª× ©Yj | yj−1/2 ≤ y ≤ yj+1/2, j = 1, ..., ny
ª
,

con xi+1/2 = xi−1/2 +∆x, ∀i e yi+1/2 = yi−1/2 +∆y, ∀j,
(2.1)

29
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a costituire un reticolo formato da un insieme C = {Ci,j , i = 1, ..., nx, j = 1, ..., ny} di nx ·ny celle
rettangolari uniformi delimitate da lati che appartengono all’insieme:

L =
©
li,j+1/2, i = 1, ..., nx, j = 0, ..., ny

ª ∪ ©li+1/2,j , i = 0, ..., nx, j = 1, ..., ny
ª
, (2.2)

il valore medio della variabile U(tn, x, y) all’istante tn (n ∈ N) sull’elemento di griglia identificato
dalla coppia di coordinate (i, j) si scrive:

Un
i,j ≈

1

Ci,j

Z yj+1/2

yj−1/2

Z xi+1/2

xi−1/2
U(tn, x, y) dxdy, (i = 1, ..., nx, j = 1, ..., ny) . (2.3)

Si parla, in tal caso, di schemi cell-centered [99]. Schemi nei quali si adotti la stessa procedura
sugli elementi di controllo di una griglia T duale della C (cioè tale per cui valga una corrispondenza
biunivoca tra centri e vertici delle rispettive partizioni) prendono invece il nome di vertex-centered.
Soluzioni che collochino i vari gradi di libertà del sistema su due griglie distinte, l’una duale
dell’altra, danno vita a schemi detti staggered [99, 143,199].
Le equazioni di conservazione in forma integrale (1.11), quando S(t, x, y) = 0, si traducono, a

livello discreto, nella relazione:

d

dt

Z yj+1/2

yj−1/2

Z xi+1/2

xi−1/2
U(t, x, y) dxdy =

=

Z yj+1/2

yj−1/2
F(U(t, xi−1/2, y)) dy −

Z yj+1/2

yj−1/2
F(U(t, xi+1/2, y)) dy+

+

Z xi+1/2

xi−1/2
G(U(t, x, yj−1/2)) dx−

Z xi+1/2

xi−1/2
G(U(t, x, yj+1/2)) dx ;

(2.4)

dopo semplici manipolazioni si ottiene:

1

Ci,j

Z yj+1/2

yj−1/2

Z xi+1/2

xi−1/2
U(tn+1, x, y) dxdy − 1

Ci,j

Z yj+1/2

yj−1/2

Z xi+1/2

xi−1/2
U(tn, x, y) dxdy =

=
1

Ci,j

Z tn+1

tn

"Z yj+1/2

yj−1/2
F(U(t, xi−1/2, y))dy

#
dt− 1

Ci,j

Z tn+1

tn

"Z yj+1/2

yj−1/2
F(U(t, xi+1/2, y))dy

#
dt+

+
1

Ci,j

Z tn+1

tn

"Z xi+1/2

xi−1/2
G(U(t, x, yj−1/2))dx

#
dt− 1

Ci,j

Z tn+1

tn

"Z xi+1/2

xi−1/2
G(U(t, x, yj+1/2))dx

#
dt ,

(2.5)
e di seguito:

Uadv
i,j = Un

i,j −
∆tn
∆x

¡
fi+1/2,j − fi−1/2,j

¢− ∆tn
∆y

¡
gi,j+1/2 − gi,j−1/2

¢
, (2.6)

dove Uadv
i,j denota il risultato dell’algoritmo di aggiornamento che proviene dalla discretizzazione
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Figura 2.1: Discretizzazione cartesiana cell-centered ai volumi finiti del dominio di calcolo:
elemento tipo Ci,j con i relativi flussi intercella.

della parte omogenea delle (1.11); inoltre le funzioni di flusso numerico:

fi+1/2,j ≈ 1

∆tn ∆y

Z tn+1

tn

"Z yj+1/2

yj−1/2
F(U(t, xi+1/2, y)) dy

#
dt,

gi,j+1/2 ≈ 1

∆tn ∆x

Z tn+1

tn

"Z xi+1/2

xi−1/2
G(U(t, x, yj+1/2)) dx

#
dt,

(2.7)

approssimano i flussi attraverso i lati li+1/2,j e li,j+1/2, ∆tn = tn+1 − tn indica l’incremento
temporale al passo n-esimo di calcolo, mentre ∆x = xi+1/2 − xi−1/2 e ∆y = yj+1/2 − yj−1/2
(i = 1, ..., nx, j = 1, ..., ny) rappresentano le dimensioni del generico elemento Ci,j = ∆x ·∆y lungo
le due direzioni coordinate (Fig. 2.1).
Se fi+1/2,j e gi,j+1/2 si esprimono in funzione dei valori medi Un

ij al tempo tn:

fi+1/2,j = fi+1/2,j

³
Un
i−kl,j , ...,U

n
i+kr,j

´
= fni+1/2,j

kl, kr ∈ N,
gi,j+1/2 = gi,j+1/2

³
Un
i,j−kl , ...,U

n
i,j+kr

´
= gni,j+1/2

(2.8)

si estrae dalla (2.6) un algoritmo esplicito unsplit completamente discretizzato flux-differencing
per l’aggiornamento temporale all’istante tn+1. L’approccio di discretizzazione su esposto non è
certamente l’unico praticabile. Infatti, metodi semidiscreti [98, 118] si riconducono all’equazione
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differenziale ordinaria nella variabile tempo:

d

dt
Uij(t) = − 1

∆x

¡
fi+1/2,j(t)− fi−1/2,j(t)

¢− 1

∆y

¡
gi,j+1/2(t)− gi,j−1/2(t)

¢
, (2.9)

da risolvere tipicamente con la metodologia multistadio di Runge-Kutta per ottenere l’evoluzione
temporale della funzione:

Ui,j(t) : R→ R3 | Ui,j(t) ≈ 1

Ci,j

Z yj+1/2

yj−1/2

Z xi+1/2

xi−1/2
U(t, x, y) dxdy, (2.10)

una volta definiti i seguenti flussi numerici:

fi+1/2,j : R→ R3 | fi+1/2,j = fi+1/2,j(t) ≈ 1

∆y

Z yj+1/2

yj−1/2
F(U(t, xi+1/2, y)) dy,

gi,j+1/2 : R→ R3 | gi,j+1/2 = gi,j+1/2(t) ≈ 1

∆x

Z xi+1/2

xi−1/2
G(U(t, x, yj+1/2)) dx.

(2.11)

I metodi splitting [118, 179], invece, provvedono ad un frazionamento del problema a più dimen-
sioni (1.16) in una sequenza di problemi monodimensionali: nel caso specifico a due dimensioni,
eseguendo la procedura splitting alla Godunov (accurata al primo ordine), si risolve in ∆tn prima
il problema ai valori iniziali lungo x:

d

dt

Z yj+1/2

yj−1/2

Z xi+1/2

xi−1/2
U(t, x, y) dxdy =

=

Z yj+1/2

yj−1/2
F(U(t, xi−1/2, y)) dy −

Z yj+1/2

yj−1/2
F(U(t, xi+1/2, y)) dy

U0 = U(tn, x, y)


∆tn

=⇒ U∗(tn, x, y), (2.12)

successivamente quello lungo y (o viceversa):

d

dt

Z yj+1/2

yj−1/2

Z xi+1/2

xi−1/2
U(t, x, y) dxdy =

=

Z xi+1/2

xi−1/2
G(U(t, x, yj−1/2)) dx−

Z xi+1/2

xi−1/2
G(U(t, x, yj+1/2)) dx

U0 = U
∗(tn, x, y)


∆tn

=⇒ U(tn+1, x, y); (2.13)

dalle precedenti, si conclude:
U∗i,j = U

n
i,j −

∆tn
∆x

³
fni+1/2,j − fni−1/2,j

´
Un+1
i,j = U∗i,j −

∆tn
∆y

³
g∗i,j+1/2 − g∗i,j−1/2

´ , (2.14)

in cui:

g∗i,j+1/2 ≈
1

∆tn ∆x

Z tn+1

tn

"Z xi+1/2

xi−1/2
G(U∗(t, x, yj+1/2)) dx

#
dt. (2.15)
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Per contro la procedura Strang splitting (accurata al secondo ordine) conduce all’algoritmo [118,
162]: 

U∗i,j = U
n
i,j −

1

2

∆tn
∆x

³
fni+1/2,j − fni−1/2,j

´
U∗∗i,j = U

∗
i,j −

∆tn
∆y

³
g∗i,j+1/2 − g∗i,j−1/2

´
Un+1
i,j = U∗∗i,j −

1

2

∆tn
∆x

³
f∗∗i+1/2,j − f∗∗i−1/2,j

´
, (2.16)

in cui:

f∗∗i+1/2,j ≈
1

∆tn ∆y

Z tn+1

tn

"Z yj+1/2

yj−1/2
G(U∗∗(t, xi+1/2, y)) dy

#
dt. (2.17)

Il modo di definire la funzione di flusso numerico (centrato o upwind) caratterizza lo schema di
calcolo; i metodi centrati (o simmetrici), pur non richiedendo informazioni esplicite sulla dinamica
di propagazione delle onde, presentano comunque un basso livello di upwinding [179]. Nel seguito si
propongono due esemplificazioni. Il fatto che tale flusso intercella non dipenda dall’uno o dall’altro
elemento di griglia tra loro adiacenti assicura la proprietà telescopica:

iMX
i=im

jMX
j=jm

Un+1
i,j ∆x ∆y =

iMX
i=im

jMX
j=jm

Un
i,j∆x ∆y −∆tn

jMX
j=jm

³
fniM+1/2,j − fnim−1/2,j

´
∆y+

−∆tn
iMX
i=im

³
gni,jM+1/2 − gni,jm−1/2

´
∆x con 1 ≤ im ≤ iM ≤ nx, 1 ≤ jm ≤ jM ≤ ny,

(2.18)

e quindi il fatto che anche il metodo numerico è conservativo [99,118].
Un metodo convergente e consistente che goda di questa proprietà, secondo il teorema di Lax-

Wendroff [112, 116], necessariamente converge per ∆tn, ∆x, ∆y → 0 alle soluzioni deboli della
legge di conservazione, tra le quali occorre discernere quella fisicamente significativa adottando
un’opportuna condizione di entropia [90]. Pertanto, in presenza di fenomeni che implichino la for-
mazione e la propagazione di onde di shock, è indispensabile [101] ricorrere a schemi computazionali
conservativi in grado di cogliere automaticamente le discontinuità della soluzione (shock-capturing),
o, in alternativa, all’applicazione di schemi non conservativi nella zona dove la soluzione è regolare
combinata con tecniche numeriche (shock-tracking) di localizzazione delle discontinuità, sulle quali
si utilizzano le relazioni di Rankine-Hugoniot [44,60,119,120,174,175].

2.2 I modelli numerici di simulazione

2.2.1 Trattamento della parte omogenea

Si presentano in sintesi gli elementi matematici salienti di due diversi schemi numerici utilizzati
per la risoluzione del problema differenziale non lineare omogeneo (1.16), note le condizioni iniziali
e al contorno.
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Entrambi sono espliciti, conservativi, completamente discretizzati, shock-capturing, ad alta
risoluzione ed appartengono alla categoria dei metodi MUSCL-Hancock [191—197], i quali si distin-
guono per una particolare procedura di ricostruzione delle variabili sui contorni intercella, finalizza-
ta a conseguire un grado di accuratezza elevato (nella fattispecie pari a due) e a garantire l’assenza
di oscillazioni non fisiche [64] in prossimità dei forti gradienti della soluzione (proprietà TVD-Total
Variation Diminishing) [29—31,85,90,111,191]. Un problema di Riemann viene pertanto impostato
in corrispondenza di ogni bordo intercella.
Tali codici si articolano in quattro passi [10,177,179].

1. Ricostruzione MUSCL (Monotone Upstream-centred Scheme for Conservation
Laws) delle variabili. Si esegue una discretizzazione spaziale accurata al secondo ordine
mediante approssimazione bilineare della variabile Un su ogni cella Ci,j (i = 1, ..., nx, j =
1, ..., ny), per ogni istante di calcolo tn [98, 177]. Lo sviluppo in serie di Taylor arrestato al
secondo ordine della funzione Un : R2 → R3 | Un = U(tn, x, y) = U(tn,x) in un intorno
di xi,j = [xi, yj ], se la stessa funzione è sufficientemente regolare (con matrice hessiana
continua), si presenta nella forma [142]:

U(tn, x, y) = U
n
i,j +

·
∂Un

∂x

¸
x=xi, y=yj

(x− xi) +

·
∂Un

∂y

¸
x=xi, y=yj

(y − yj)+

κ

Ã·
∂2Un

∂x2

¸
x=xi, y=yj

(x− xi)
2 + 2

·
∂2Un

∂x∂y

¸
x=xi, y=yj

(x− xi)(y − yj)

!
+

+κ

Ã·
∂2Un

∂y2

¸
x=xi, y=yj

(y − yj)
2

!
+ β2(x, y),

(2.19)

dove β2(x, y) è un infinitesimo di ordine superiore rispetto a (x− xi,j)T (x− xi,j) e κ ∈ R un
parametro numerico. Approssimando le derivate parziali che compaiono nella (2.19) mediante
differenze finite centrate [98,135]:·

∂Un

∂x

¸
x=xi, y=yj

=
Un
i+1,j −Un

i−1,j
2 ∆x

+O
¡
(∆x)2

¢
,

·
∂Un

∂y

¸
x=xi, y=yj

=
Un
i,j+1 −Un

i,j−1
2 ∆y

+O
¡
(∆y)2

¢
,

·
∂2Un

∂x2

¸
x=xi, y=yj

=
Un
i+1,j − 2Un

i,j +U
n
i−1,j

(∆x)2
+O

¡
(∆x)2

¢
,

·
∂2Un

∂y2

¸
x=xi, y=yj

=
Un
i,j+1 − 2Un

i,j +U
n
i,j−1

(∆y)2
+O

¡
(∆y)2

¢
,

·
∂2Un

∂x∂y

¸
x=xi, y=yj

=
Un
i+1,j+1 −Un

i−1,j+1 −Un
i+1,j−1 +U

n
i−1,j−1

4 ∆x ∆y
+O

¡
(∆x+∆y)2

¢
,

(2.20)
la relazione (2.19), posti x = xi ±∆x/2 e y = yj ±∆y/2, restituisce una combinazione di
estrapolazioni in avanti e indietro, dipendente dal parametro κ, per la stima dei valori assunti
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Figura 2.2: Estrapolazione lineare della variabile u sui contorni intercella per κ = −1.

dalla variabile Un sul contorno della cella Ci,j :

UL
i+1/2,j = U

n
i,j +

1

4

£
(1− κ)(Un

i,j −Un
i−1,j) + (1 + κ)(Un

i+1,j −Un
i,j)
¤
,

UR
i−1/2,j = U

n
i,j −

1

4

£
(1 + κ)(Un

i,j −Un
i−1,j) + (1− κ)(Un

i+1,j −Un
i,j)
¤
,

UL
i,j+1/2 = U

n
i,j +

1

4

£
(1− κ)(Un

i,j −Un
i,j−1) + (1 + κ)(Un

i,j+1 −Un
i,j)
¤
,

UR
i,j−1/2 = U

n
i,j −

1

4

£
(1 + κ)(Un

i,j −Un
i,j−1) + (1− κ)(Un

i,j+1 −Un
i,j)
¤
.

(2.21)

In particolare, per κ = −1, l’estrapolazione ha carattere upwind venendo applicata solo su un
lato (Fig. 2.2). Tuttavia, la necessità di limitare le pendenze della descrizione locale bilineare
della funzione Un, al fine di scongiurare la comparsa di oscillazioni spurie, induce ad imporre
le seguenti condizioni di monotonicità [98] sulle variabili ricostruite ai bordi della cella Ci,j :

h
UR
i−1/2,j

i
k
≥ £Un

i−1,j
¤
kh

UL
i+1/2,j

i
k
≤ £Un

i+1,j

¤
k

, (2.22)


h
UR
i,j−1/2

i
k
≥ £Un

i,j−1
¤
kh

UL
i,j+1/2

i
k
≤ £Un

i,j+1

¤
k

, (2.23)
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nell’eventualità che
£
Un
i−1,j

¤
k
<
£
Un
i+1,j

¤
k
e
£
Un
i,j−1

¤
k
<
£
Un
i,j+1

¤
k
, (k = 1, 2, 3). Ciò si

concretizza modificando le uguaglianze (2.21) con l’inserimento di filtri matriciali diagonali
Φ ∈ R3×3 | Φ =[Φk,l], (k = 1, 2, 3, l = 1, 2, 3) limitatori di pendenza (approccio detto
slope limiter) che introducono implicitamente una viscosità artificiale [58, 98, 153, 165, 177],
garantendo la proprietà TVD al metodo risultante [90]:

UL
i+1/2,j = U

n
i,j +

1

4

h
(1− κ)Φ+i−1/2,j(U

n
i,j −Un

i−1,j) + (1 + κ)Φ−i+1/2,j(U
n
i+1,j −Un

i,j)
i
,

UR
i−1/2,j = U

n
i,j −

1

4

h
(1 + κ)Φ+i−1/2,j(U

n
i,j −Un

i−1,j) + (1− κ)Φ−i+1/2,j(U
n
i+1,j −Un

i,j)
i
,

UL
i,j+1/2 = U

n
i,j +

1

4

h
(1− κ)Φ+i,j−1/2(U

n
i,j −Un

i,j−1) + (1 + κ)Φ−i,j−1/2(U
n
i,j+1 −Un

i,j)
i
,

UR
i,j−1/2 = U

n
i,j −

1

4

h
(1 + κ)Φ+i,j−1/2(U

n
i,j −Un

i,j−1) + (1− κ)Φ−i,j+1/2(U
n
i,j+1 −Un

i,j)
i
.

(2.24)
Tali matrici limiter Φ sono espresse in funzione di rapporti r ∈ R3 | r =[rk], (k = 1, 2, 3) di
successive variazioni upwind delle componenti della variabile Un [98]:

Φ+i−1/2,j = Φ(r
+
i−1/2,j) = diag

³h
r+i−1/2,j

i
1
,
h
r+i−1/2,j

i
2
,
h
r+i−1/2,j

i
3

´
,

Φ−i+1/2,j = Φ(r
−
i+1/2,j) = diag

³h
r−i+1/2,j

i
1
,
h
r−i+1/2,j

i
2
,
h
r−i+1/2,j

i
3

´
,

Φ+i,j−1/2 = Φ(r
+
i,j−1/2) = diag

³h
r+i,j−1/2

i
1
,
h
r+i,j−1/2

i
2
,
h
r+i,j−1/2

i
3

´
,

Φ−i,j+1/2 = Φ(r
−
i,j+1/2) = diag

³h
r−i,j+1/2

i
1
,
h
r−i,j+1/2

i
2
,
h
r−i,j+1/2

i
3

´
,

(2.25)

essendo:h
r+i−1/2,j

i
k
=

£
Un
i+1,j

¤
k
− £Un

i,j

¤
k£

Un
i,j

¤
k
− £Un

i−1,j
¤
k

,
h
r−i+1/2,j

i
k
=

£
Un
i,j

¤
k
− £Un

i−1,j
¤
k£

Un
i+1,j

¤
k
− £Un

i,j

¤
k

,

h
r+i,j−1/2

i
k
=

£
Un
i,j+1

¤
k
− £Un

i,j

¤
k£

Un
i,j

¤
k
− £Un

i,j−1
¤
k

,
h
r−i,j+1/2

i
k
=

£
Un
i,j

¤
k
− £Un

i,j−1
¤
k£

Un
i,j+1

¤
k
− £Un

i,j

¤
k

,

(k = 1, 2, 3) .

(2.26)
Diverse definizioni di funzioni limiter sono reperibili in letteratura; se ne riportano alcune
come esempio [98,118,177,179], tutte tali da soddisfare la proprietà di simmetria:

Φk,k(rk)

rk
= Φk,k

µ
1

rk

¶
(k = 1, 2, 3) . (2.27)

Funzione limiter di van Leer [192]:

Φk,k(rk) =


rk + |rk|
1 + rk

se rk > 0

0 se rk ≤ 0
. (2.28)
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Funzione limiter di Van Albada [190]:

Φk,k(rk) =


(rk)

2 + rk

1 + (rk)
2 se rk > 0

0 se rk ≤ 0
. (2.29)

Funzione limiter minmod [98]:

Φk,k(rk) =

½
min(rk, 1) se rk > 0
0 se rk ≤ 0 . (2.30)

Funzione limiter Superbee [154,165]:

Φk,k(rk) = max[0, min(βrk, 1), min(rk, β)], 1 ≤ β ≤ 2. (2.31)

2. Evoluzione delle variabili. Affinché l’ordine di accuratezza temporale degli schemi sia pari
a 2, le variabili calcolate sui contorni della cella Ci,j (i = 1, ..., nx, j = 1, ..., ny) secondo le
(2.24) vengono propagate su un intervallo ∆tn/2 (indicando ∆tn il passo temporale corrente
di calcolo), in accordo alle relazioni seguenti [177,179]:

U
L

i+1/2,j = U
L
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1
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∆tn
∆x

h
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³
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UR
i−1/2,j

´i
+
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2

∆tn
∆y

h
G
³
UL
i,j+1/2

´
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³
UR
i,j−1/2

´i
,
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R

i,j−1/2 = U
R
i,j−1/2 −

1

2

∆tn
∆x

h
F
³
UL
i+1/2,j

´
−F

³
UR
i−1/2,j

´i
+

−1
2

∆tn
∆y

h
G
³
UL
i,j+1/2

´
−G

³
UR
i,j−1/2

´i
.

(2.32)

3. Calcolo dei flussi numerici intercella. I codici implementati si differenziano per la
metodologia adottata in questo passo procedurale.

• L’utilizzo del metodo centrato FORCE (First-ORder CEntred) [176, 177, 179, 180] per
il calcolo dei flussi numerici sui bordi del generico elemento Ci,j = ∆x · ∆y (i =
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1, ..., nx, j = 1, ..., ny) appartenente ad un reticolo cartesiano uniforme dà luogo ad
un’estensione al secondo ordine nota in letteratura con l’acronimo SLIC (Slope LImiter
Centred) [177,179]. Il flusso FORCE si scrive:

fFORCEi+1/2,j = fFORCEi+1/2,j

³
U
L

i+1/2,j ,U
R

i+1/2,j

´
=

=
1

2

h
fLFi+1/2,j

³
U
L

i+1/2,j ,U
R

i+1/2,j

´
+ fRIi+1/2,j

³
U
L

i+1/2,j ,U
R

i+1/2,j

´i
(i = 0, ..., nx, j = 1, ..., ny),

fFORCEi,j+1/2 = fFORCEi,j+1/2

³
U
L

i,j+1/2,U
R

i,j+1/2

´
=

=
1

2

h
fLFi,j+1/2

³
U
L

i,j+1/2,U
R

i,j+1/2

´
+ fRIi,j+1/2

³
U
L

i,j+1/2,U
R

i,j+1/2

´i
(i = 1, ..., nx, j = 0, ..., ny);

(2.33)

nelle precedenti, fLF e fRI simboleggiano rispettivamente i flussi numerici tipici dello
schema al primo ordine di Lax-Friedrichs [98, 110,118,177,179]:

fLFi+1/2,j = f
LF
i+1/2,j

³
U
L

i+1/2,j ,U
R

i+1/2,j

´
=

=
1

2

h
F
³
U
L

i+1/2,j

´
+F

³
U
R

i+1/2,j
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+
1

4

∆x

∆tn

³
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L

i+1/2,j −U
R

i+1/2,j

´
(i = 0, ..., nx, j = 1, ..., ny),

fLFi,j+1/2 = f
LF
i,j+1/2

³
U
L

i,j+1/2,U
R

i,j+1/2

´
=

=
1

2

h
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³
U
L

i,j+1/2

´
+G

³
U
R

i,j+1/2

´i
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4

∆y

∆tn

³
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L

i,j+1/2 −U
R

i,j+1/2

´
(i = 1, ..., nx, j = 0, ..., ny),

(2.34)

e dello schema al secondo ordine di Lax-Wendroff [98, 112, 118, 177, 179] nella formu-
lazione in due passi dovuta a Richtmyer [149]:

fRIi+1/2,j = f
RI
i+1/2,j

³
U
L

i+1/2,j ,U
R

i+1/2,j

´
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∆y
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³
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L
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´
−G

³
U
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i,j+1/2
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(i = 1, ..., nx, j = 0, ..., ny).

(2.35)

• Un’approssimazione del flusso di Godunov intercella che si è dimostrata funzionale e
robusta per le pratiche applicazioni [177, 179] è fornita direttamente (cioè senza stima
preliminare delle grandezze del moto nella star region) dalla risoluzione del problema di
Riemann ricostruito sui contorni operata dal solutore approssimato noto con l’acronimo
HLLC (Harten, Lax, van Leer, Contact) [183]. Esso sviluppa l’approccio introdotto dal
solutore HLL [90, 92] e riconosce alla soluzione una struttura ondulatoria caratterizza-
ta da tre onde (quella intermedia è un’onda di contatto) che separano quattro stati
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costanti. Il flusso numerico HLLC si scrive [71,182,183], relativamente alla direzione x
(analogamente si procede lungo y):

fHLLC
i+1/2,j =


F
³
U
L

i+1/2,j

´
se sl ≥ 0

FL∗ se sl ≤ 0 ≤ s∗
FR∗ se s∗ ≤ 0 ≤ sr

F
³
U
R

i+1/2,j

´
se sr ≤ 0

(i = 0, ..., nx, j = 1, ..., ny),

(2.36)

dove:
FL∗ = F

³
U
L

i+1/2,j

´
+ sl

³
UL∗ −U

L

i+1/2,j

´
,

FR∗ = F
³
U
R

i+1/2,j

´
+ sr

³
UR∗ −U

R

i+1/2,j

´
;

(2.37)

gli stati UL∗ e UR∗ rispondono alle espressioni:

UL∗ = hl

µ
sl − ul
sl − s∗

¶ 1s∗
vl

 ,

UR∗ = hl

µ
sr − ur
sr − s∗

¶ 1s∗
vr

 .
(2.38)

Vari algoritmi sono stati suggeriti in letteratura per la stima delle velocità sl, sr ed
s∗ [59, 62, 177, 179] dei tre segnali che perturbano lo stato iniziale. Una versione sem-
plificata dello stesso solutore, adeguata per i problemi “alle acque basse” e preferi-
ta alla precedente nella fase di implementazione, si ricava conservando alle prime due
componenti dei flussi numerici intercella la formulazione HLL:

h
fHLL
i+1/2,j

i
k
=


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+
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´
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h
F
³
U
R

i+1/2,j

´i
k

se sr ≤ 0
(i = 0, ..., nx, j = 1, ..., ny, k = 1, 2),

(2.39)
ed esprimendo la terza componente, che varia in maniera discontinua attraverso l’onda
intermedia, come funzione della prima:

h
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i
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h
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·
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R
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i
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´
se u∗ < 0

(i = 0, ..., nx, j = 1, ..., ny).

(2.40)
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4. Calcolo del nuovo stato Uadv
i,j . L’applicazione cella per cella delle (2.6) completa l’algo-

ritmo di calcolo consentendo l’aggiornamento della variabile discretizzata Ui,j nell’intervallo
temporale corrente ∆tn.

2.2.2 Convergenza, accuratezza e stabilità

Per avere la certezza che i metodi numerici su esposti siano in grado di restituire su un insieme
discreto e fissato di elementi spaziali un’approssimazione sufficientemente buona della soluzione
esatta, oltre ad applicarli a problemi semplici per i quali sia nota la soluzione analitica o a casi per
i quali si disponga di riscontri sperimentali (vedasi in proposito il Cap. 3), è possibile analizzarne
teoricamente la proprietà di convergenza, formulando contemporaneamente una stima dell’errore
numerico commesso [99,118].
DettaUn

i,j l’approssimazione in ogni cella appartenente alla mesh (supposta regolare) del valore
atteso uni,j che nella logica ai volumi finiti discretizza la soluzione esatta U (t, x, y):

uni,j =
1

∆x ∆y

Z yj+1/2

yj−1/2

Z xi+1/2

xi−1/2
U(tn, x, y) dxdy, (i = 1, ..., nx, j = 1, ..., ny) , (2.41)

l’errore commesso localmente dal metodo all’istante t = tn si denota come:

En
i,j = U

n
i,j − uni,j . (2.42)

Una valutazione dell’errore en globalmente introdotto fino a t = tn, che fornisce una misura di
quanto la soluzione numerica si discosti da quella vera, può provenire, facendo uso della p-norma,
dalla definizione [118,135]:

en =

∆x ∆y nxX
i=1

nyX
j=1

°°En
i,j

°°p1/p

, p ≥ 1, (2.43)

dove k·k indica una qualche norma di R3 ed usualmente p = 1, 2,∞. La condizione [118]:

lim
∆t→0
t=tn

en = 0 (2.44)

assicura che l’errore globale en, al diminuire delle dimensioni della griglia nello spazio orario, non
derivi disastrosamente col procedere del tempo e definisce la convergenza del metodo all’istante tn
nella norma prescelta. In particolare il metodo si dice accurato di ordine s ∈ R nel tempo e q ∈ R
nello spazio se:

en = O (∆tsn,∆x
q,∆yq) , per ∆tn, ∆x, ∆y → 0. (2.45)

Come già osservato, per gli schemi presentati al paragrafo 2.2.1: s = 2 e q = 2 [27,152,177].
Definiti un operatore N rappresentativo della procedura numerica esplicita di aggiornamento

all’istante tn+1 della soluzione approssimata Un
i,j , per cui:

Un+1
i,j = N

¡
Un
i,j

¢
, (2.46)
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e l’errore locale di troncamento all’istante tn come rapporto tra errore introdotto dall’operatore N
(applicato alla soluzione attesa uni,j) nel passo di calcolo corrente ed ampiezza temporale ∆tn dello
stesso:

τni,j =
1

∆tn

£
N
¡
uni,j

¢− un+1i,j

¤
, (2.47)

l’errore globale all’istante di calcolo tn+1:

En+1
i,j = Un+1

i,j − un+1i,j =
£
N
¡
uni,j +E

n
i,j

¢−N
¡
uni,j

¢¤
+∆tn τni,j (2.48)

si può interpretare come somma di un contributo dovuto all’effetto del modello numerico sull’errore
globale En relativo al passo temporale precedente e di un contributo, espresso in funzione dell’errore
locale di troncamento, legato al passo temporale corrente.
Il metodo numerico si dice consistente col problema differenziale originario se τni,j → 0, ∀i, j

per ∆tn → 0, per ogni funzione regolare U (t, x, y). Ciò si traduce a livello computazionale nelle
condizioni di consistenza a cui devono soggiacere i flussi numerici [118,179]:

fni+1/2,j = fi+1/2,j

³
Un
i−kl,j , ...,U

n
i+kr,j

´
= F

¡
U
¢

kl, kr ∈ N,
gni,j+1/2 = gi,j+1/2

³
Un
i,j−kl , ...,U

n
i,j+kr

´
= G

¡
U
¢ (2.49)

quando Un
i−kl,j , ...,U

n
i+kr,j

= U = Un
i,j−kl , ...,U

n
i,j+kr

, in analogia a ciò che si ricava dalle (2.7)
se la funzione U (t, x, y) = U ∈ R3 è costante in x e y; contemporaneamente i medesimi flussi
numerici (2.7) devono essere continui [118], cioè tendere rispettivamente a F

¡
U
¢
e G

¡
U
¢
per

Un
i−kl,j , ...,U

n
i+kr,j

,Un
i,j−kl , ...,U

n
i,j+kr

→ U.
Nell’impossibilità di esprimere l’errore globale en in forma elementare, soprattutto dopo un

numero ragguardevole di passi di calcolo, nell’ambito di problemi scalari lineari si preferisce di
norma dimostrare la convergenza sulla base del fondamentale teorema di Lax [149], come equiva-
lente all’accoppiamento delle proprietà di consistenza e stabilità: la prima è garanzia del fatto che
l’errore commesso in ogni step computazionale è piccolo, la seconda che tale errore non aumenta
catastroficamente col procedere del processo di calcolo.
L’analisi di stabilità e di convergenza per metodi non lineari multidimensionali è tutt’oggi

argomento di studio [53, 54, 61, 108] e, non potendosi sfortunatamente sfruttare in generale il teo-
rema di Lax, si estendono empiricamente a questi casi tecniche (von Neumann, Lax-Richtmyer)
[99, 118, 138, 163] la cui validità è a rigore ristretta a problemi scalari lineari monodimensionali.
Infatti usualmente si ritiene condizione necessaria alla stabilità la cosiddetta condizione di Courant-
Friedrichs-Lewy [55] che stabilisce la convergenza del metodo computazionale solo se il dominio
di dipendenza di ogni punto contiene il dominio di dipendenza esatto del problema differenziale
di riferimento nel limite in cui ∆tn, ∆x e ∆y tendono a zero: in pratica il passo temporale di
calcolo figura vincolato alla dimensione minima della discretizzazione spaziale, affinché la massima
velocità numerica di propagazione delle perturbazioni offra una buona stima di quella fisica [179].
Ampliando l’efficacia della condizione di stabilità valida per equazioni scalari lineari bidimen-
sionali di advezione al caso del sistema iperbolico bidimensionale omogeneo (1.16), si ottiene per
algoritmi unsplit una zona di stabilità (ridotta rispetto all’analoga che si configura in condizioni
monodimensionali) resa dalla seguente disuguaglianza [177]:

0 < Crx + Cry ≤ 1, (2.50)
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dove Crx e Cry indicano i due numeri di Courant direzionali. La (2.50) risulta sicuramente
soddisfatta se:

0 < max {Crx, Cry} ≤ 1
2
, (2.51)

da cui, assunti gli autovalori λxk e λyk (k = 1, 2, 3) delle matrici (1.18) e (1.19) a predire ragionevoli
velocità di propagazione delle informazioni, si estrae la seguente condizione di stabilità:

max

½
∆tn
∆x

max
k,i,j

¯̄̄
λxki,j

¯̄̄
,
∆tn
∆y

max
k,i,j

¯̄̄
λyki,j

¯̄̄¾
≤ 1
2
, (2.52)

ed un possibile modo per la scelta del passo temporale di calcolo [177,179]:

∆tn = Cr min

 ∆x

max
i,j

|ui,j + ci,j | ,
∆y

max
i,j

|vi,j + ci,j|

 , Cr ∈ R : 0 < Cr ≤ 1
2
. (2.53)

I metodi espliciti TVD (Total Variation Diminishing) [90,91,141,165,166,192] ad alta risoluzione
descritti nel paragrafo 2.2.1 possono essere stabili e convergenti qualora sia soddisfatta la condizione
(2.53) [118]. Tale proprietà TVD garantisce per problemi scalari monodimensionali la possibilità
di dimostrare la convergenza non lineare [118] e di sviluppare metodi numerici di ordine elevato
laddove la soluzione è regolare e non oscillatori in prossimità dei forti gradienti. Essa si esprime,
per ogni set di dati discreti Un

i,j , mediante la relazione:

TV
¡
Un+1
i,j

¢ ≤ TV
¡
Un
i,j

¢
, (2.54)

dove la variazione totale TV all’istante t = tn, per sistemi non lineari bidimensionali, assume la
forma su griglia discreta [118]:

TV : R3 → R | TV (U) =
nxX
i=1

nyX
j=1

¡
∆y

°°Un
i+1,j −Un

i,j

°°+∆x °°Un
i,j+1 −Un

i,j

°°¢ . (2.55)

In generale non è però possibile ottenere metodi TVD secondo la (2.54) per sistemi non lineari
multidimensionali di equazioni di conservazione, dal momento che la stessa soluzione esatta non
è TVD (si confronti, ad esempio, il Test 6 del paragrafo 3.1.1). Pertanto l’applicazione di fun-
zioni slope limiter in un approccio TVD monodimensionale non assicura la proprietà TVD (2.54)
ai metodi bidimensionali [86], i quali restano moderatamente oscillatori in prossimità degli alti
gradienti della soluzione. Del resto è provato [86] che metodi effettivamente TVD in spazi a due
dimensioni sono non oscillatori, ma al più accurati al primo ordine.
Per impedire che vengano computate numericamente soluzioni non fisiche del sistema conser-

vativo (1.16) (che non ammette, se convergente, un’unica soluzione debole U (t, x, y)), condizioni
di ammissibilità (entropy conditions) devono implicitamente dar garanzia della convergenza al-
la soluzione fisicamente rilevante. A tal fine, un approccio di analisi si basa sull’introduzione di
una funzione matematica di entropia η (U) a matrice hessiana definita positiva, che si conservi
se la funzione U (t, x, y) è regolare e diminuisca se U è discontinua. La condizione di entropia
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corrisponde allora nell’intervallo [t1, t2]× [x1, x2]× [y1, y2] alla disuguaglianza [118]:Z yj+1/2

yj−1/2

Z xi+1/2

xi−1/2
η (U(t2, x, y)) dxdy ≤

Z yj+1/2

yj−1/2

Z xi+1/2

xi−1/2
η (U(t1, x, y)) dxdy

+

Z t2

t1

"Z yj+1/2

yj−1/2
ψ(U(t, x1, y)) dy

#
dt−

Z t2

t1

"Z yj+1/2

yj−1/2
ψ(U(t, x2, y)) dy

#
dt+

+

Z t2

t1

"Z xi+1/2

xi−1/2
ϕ(U(t, x, y1)) dx

#
dt−

Z t2

t1

"Z xi+1/2

xi−1/2
ϕ(U(t, x, y2)) dx

#
dt ,

(2.56)

in cui ψ (U) e ϕ (U) rappresentano le funzioni direzionali di flusso di entropia. Nel caso particolare
delle equazioni bidimensionali “alle acque basse” si può assumere la funzione di entropia η (U)
coincidente con l’energia totale:

η (U) =
1

2
h
¡
u2 + v2

¢
+
1

2
gh2, (2.57)

e scegliere per i flussi associati:

ψ (U) =
1

2
hu3 + gh2u,

ϕ (U) =
1

2
hv3 + gh2v.

(2.58)

La soluzione debole U (t, x, y) soddisfa alla (2.56) se vale al discreto la seguente espressione:

η
¡
Un+1
i,j

¢ ≤ η
¡
Un
i,j

¢− ∆tn
∆x

³
Ψni+1/2,j −Ψni−1/2,j

´
− ∆tn
∆y

³
Φni,j+1/2 − Φni,j−1/2

´
, (2.59)

dove Ψ e Φ indicano funzioni numeriche di flusso entropico consistenti rispettivamente con ψ e ϕ.
Per metodi di tipo Godunov è possibile infine mostrare [118] che la soluzione numerica è entropy-
satisfying se vengono opportunamente definiti i flussi numerici intercella (ad esempio come nel
paragrafo 2.2.1).

2.2.3 Condizioni al contorno

Il calcolo dei flussi per l’evoluzione temporale di Ui,j dall’istante tn a quello tn+1, come visto
in precedenza, avviene, noti i valori di Un, su una struttura di elementi di griglia circostanti.
Dovendo in genere limitare il dominio di calcolo rispetto a quello fisico, in corrispondenza delle

celle di confine, per rendere operativa la routine di aggiornamento, bisogna disporre di condizioni
al bordo [135,146].
Per riservare lo stesso trattamento numerico ad ogni cella interna Ci,j (i = 1, ..., nx, j =

1, ..., ny) del reticolo di calcolo, usualmente si produce un’estensione del campo computazionale
includendo al contorno alcune celle fittizie (ghost cells) appartenenti all’insieme:

B = {Ci,j , i = 1− nbc, ..., 0 ∨ i = nx + 1, ..., nx + nbc,
j = 1− nbc, ..., 0 ∨ j = ny + 1, ..., ny + nbc} , nbc ∈ N; (2.60)
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su queste ultime, ad ogni passo di calcolo, le variabili conservate discretizzateUi,j sono inizializzate,
di norma indipendentemente dall’algoritmo numerico impiegato, in base ai valori calcolati sulle celle
interne limitrofe ai contorni, in modo tale che risultino naturalmente verificate le condizioni fisiche
di bordo [98,118,177].
Il numero nbc di unità di griglia aggiuntive da innestare sui confini del dominio di calcolo

dipende invece dal particolare metodo utilizzato per la discretizzazione del problema (1.16): nella
fattispecie, la ricostruzione delle variabili (2.24) tipica degli schemi appartenenti alla categoria dei
metodi MUSCL-Hancock, impone di stabilire: nbc = 2.
Si riportano in successione le tipologie di condizioni al contorno [7,113] che sono state previste

nell’impianto dei codici numerici in oggetto, con le relative assunzioni per le variabili primitive (o
conservate), per la quota b del fondo e per il coefficiente di resistenza n di Manning.
Particolare cura va dedicata alle celle interessate, su uno stesso lato o su lati adiacenti, da

sovrapposizione di diverse condizioni al contorno [118].

Condizioni al bordo riflettenti. Materializzano una parete solida insormontabile free-slip, la
componente di velocità ortogonale alla quale è nulla: per una parete disposta sui lati l1/2,j (j =
1, ..., ny) all’ascissa x = x1/2, la condizione u(t, x1/2, y) = 0 si traduce sul discreto nelle
seguenti relazioni di simmetria:

h1−i,j = hi,j
u1−i,j = −ui,j
v1−i,j = vi,j
φ1−i,j = φi,j
b1−i,j = bi,j
n1−i,j = ni,j

(i = 1, 2, j = 1, ..., ny). (2.61)

Condizioni al bordo trasmissive o assorbenti (far-field). Sono finalizzate ad operare una
delimitazione del dominio computazionale che permetta alle perturbazioni in uscita dallo
stesso di essere assorbite senza generare onde spurie in ingresso [16,63,89,97,103]. Perciò, si
procede ad un’estrapolazione dalle celle interne di ordine 1 per le quote geodetiche e di ordine
0 per le restanti grandezze, allo scopo di delineare al bordo un problema di Riemann banale;
tuttavia, nonostante la sua immediatezza e la sua praticità, tale approccio non risulta total-
mente efficace nel caso in cui onde piane investano obliquamente i contorni di assorbimento.
É plausibile il suo impiego, ad esempio, quando la corrente idrica uscente è veloce. Ancora
sui lati l1/2,j (j = 1, ..., ny), al confine sinistro del dominio, si introducono le assegnazioni:

h1−i,j = h1,j
u1−i,j = u1,j
v1−i,j = v1,j
φ1−i,j = φ1,j
bi−2,j = 2bi−1,j − bi,j
n1−i,j = n1,j

(i = 1, 2, j = 1, ..., ny). (2.62)

Condizioni al bordo di livello imposto h(t). Se per le celle di bordo contrassegnate da i =
0 (j = 1, ..., ny) vale la condizione di tirante idrico assegnato: h(t, x0, y) = h(t), a livello
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discreto si esegue ad ogni passo di calcolo la seguente estrapolazione di ordine 0:

h1−i,j = h(t)
u1−i,j = u1,j
v1−i,j = v1,j
φ1−i,j = φ1,j
b1−i,j = b1,j
n1−i,j = n1,j

(i = 1, 2, j = 1, ..., ny). (2.63)

Condizioni al bordo di portata imposta. Sui lati l1/2,j (j = 1, ..., ny), per indurre la por-
tata volumetrica specifica uh(t, x1/2, y) = q(t) e la portata massica unitaria di tracciante
uhφ(t, x1/2, y) = ϕ(t), si impone:

h1−i,j = h1,j
(uh)1−i,j = q(t)

(vh)1−i,j = 0
(uhφ)1−i,j = ϕ(t)

(vhφ)1−i,j = 0
bi−2,j = 2bi−1,j − bi,j
n1−i,j = n1,j

(i = 1, 2, j = 1, ..., ny). (2.64)

Condizioni al bordo di concentrazione media verticale imposta φ(t). Sulle celle di con-
fine individuate da i = 0 (j = 1, ..., ny), la condizione: φ(t, x0, y) = φ(t) si concretizza
nelle seguenti: 

h1−i,j = h1,j
u1−i,j = u1,j
v1−i,j = v1,j
φ1−i,j = φ(t)
bi−2,j = 2bi−1,j − bi,j
n1−i,j = n1,j

(i = 1, 2, j = 1, ..., ny). (2.65)

Un’ultima nota concerne il criterio di gestione dei contorni mobili che separano l’area com-
putazionale inondata In =

©
Ci,j , (i, j) | hni,j > 0

ª
da quella asciutta An =

©
Ci,j , (i, j) | hni,j = 0

ª
.

Per economizzare le risorse ed i tempi di calcolo, i codici implementati limitano l’applicazione
della (2.6) agli elementi di griglia appartenenti all’insieme In a cui si annette, passo dopo passo,
compatibilmente alla condizione di stabilità, una corona di celle asciutte sulle quali può espandersi
il dominio In+1.
Il fatto che i fronti di asciugamento/bagnamento si propaghino secondo le leggi (1.79) sug-

gerisce un adattamento della condizione di stabilità (2.53) ed attesta la tendenza ad una imprecisa
previsione dello sviluppo del fenomeno di inondazione di zone asciutte qualora si ricorra ad un
preliminare allagamento artificiale delle stesse con altezze pur limitate [179].
Ulteriore riprova della delicatezza di questa problematica proviene dalla considerazione che la

formulazione conservativa (2.6) di aggiornamento delle incognite, cui si aggiungono le relazioni:

un+1i,j =
(uh)n+1i,j

hn+1i,j

, vn+1i,j =
(vh)n+1i,j

hn+1i,j

(2.66)

per il calcolo delle componenti di velocità, induce il metodo numerico a stimare erroneamente le
velocità stesse in prossimità dei contorni mobili, a causa dei piccoli valori assunti da numeratore
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e denominatore delle (2.66) [179], ed in ultima analisi a condizionare l’effetto della (2.53) che
determina una considerevole diminuzione di efficienza da parte della simulazione matematica.

2.2.4 Trattamento del termine sorgente

In molteplici situazioni di interesse pratico, è rilevante sullo sviluppo fisico dei fenomeni idrici
a superficie libera l’effetto indotto dai termini forzanti S(U(t, x, y)) che compaiono nei sistemi non
omogenei (1.10) e (1.11).
Essi si possono intendere come sovrapposizione di due contributi [7, 32,43,177,179]:

S(U(t, x, y)) = S0(U(t, x, y)) + Sf (U(t, x, y)) = [0, ghS0x , ghS0y ]
T + [0, −ghSfx , −ghSfy ]T ,

(2.67)
restando valide le definizioni (1.13) e (1.14); del primo, di tipo geometrico, è responsabile il campo
di gravità in presenza di una topografia irregolare che comporti pendenze locali del fondo non
nulle [140]; il secondo, di tipo cinematico, è dovuto alla resistenza offerta al moto dal fondo stesso.
Le matrici Jacobiane delle trasformazioni S0(U) e Sf (U) si scrivono rispettivamente:

Q0 : R3 → R3×3 | Q0(U(t, x, y)) =

 0 0 0
gS0x 0 0
gS0y 0 0

 , (2.68)

Qf : R3 → R3×3 | Qf (U(t, x, y)) =


0 0 0

7

3
gSfx −gSfx

µ
1

u
+

u

u2 + v2

¶
−gSfx

v

u2 + v2

7

3
gSfy −gSfy

u

u2 + v2
−gSfy

µ
1

v
+

v

u2 + v2

¶
 .

(2.69)
In letteratura sono documentate diverse tecniche numeriche per la risoluzione del problema

(1.10) o (1.11).
Una di queste [23,24,35,77,155,203] estende ai termini sorgente il concetto di discretizzazione

spaziale upwind [4, 80, 84, 92,98, 116, 177]. L’algoritmo esplicito ai volumi finiti (2.6) sfruttato per
la risoluzione numerica del problema omogeneo (1.16) si applica anche al problema non omogeneo
(1.10) nella forma:

Un+1
i,j = Un

i,j −
∆tn
∆x

¡
fi+1/2,j − fi−1/2,j

¢− ∆tn
∆y

¡
gi,j+1/2 − gi,j−1/2

¢
+∆tnsi,j , (2.70)

dove:

si,j ≈ 1

Ci,j

1

∆tn

Z tn+1

tn

"Z yj+1/2

yj−1/2

Z xi+1/2

xi−1/2
S (U(tn, x, y)) dxdy

#
dt (i = 1, ..., nx, j = 1, ..., ny) ,

(2.71)
che denota l’approssimazione della funzione S (U) sulla generica cella Ci,j nell’intervallo di tempo
∆tn, è un termine forzante numerico che può essere restituito in forma esplicita come somma di
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apporti upwind la cui espressione varia da schema a schema [24,203]:

si,j = s
n
i,j = s

³
Un
i−kl,j , ...,U

n
i+kr,j

,Un
i,j−kl , ...,U

n
i,j+kr

´
=

= sLx
³
Un
i−kl,j , ...,U

n
i,j

´
+ sRx

³
Un
i,j , ...,U

n
i+kr,j

´
+

+sLy
³
Un
i,j−kl , ...,U

n
i,j

´
+ sRy

³
Un
i,j , ...,U

n
i,j+kr

´
,

con kl, kr ∈ N.

(2.72)

Un altro approccio, che è poi quello adottato, è detto splitting [26,83,136,162,177,179,181,207]
e si risolve nel disaccoppiare, per ogni passo di calcolo ∆tn, il problema originario (1.11), unito
alle condizioni iniziali (1.15) e ad opportune condizioni ai limiti, nell’analogo problema omogeneo:

d

dt

Z yj+1/2

yj−1/2

Z xi+1/2

xi−1/2
U(t, x, y) dxdy =

=

Z yj+1/2

yj−1/2
F(U(t, xi−1/2, y)) dy −

Z yj+1/2

yj−1/2
F(U(t, xi+1/2, y)) dy+

+

Z xi+1/2

xi−1/2
G(U(t, x, yj−1/2)) dx−

Z xi+1/2

xi−1/2
G(U(t, x, yj+1/2)) dx

U0 = U(tn, x, y)



∆tn

=⇒ Uadv(tn, x, y), (2.73)

a cui fa seguito il problema differenziale ordinario:

d

dt

Z yj+1/2

yj−1/2

Z xi+1/2

xi−1/2
U(t, x, y) dxdy =

Z yj+1/2

yj−1/2

Z xi+1/2

xi−1/2
S (U(t, x, y)) dxdy

U0 = U
adv(tn, x, y)


∆tn

=⇒ U(tn+1, x, y).

(2.74)
Il notevole vantaggio di poter evitare di incorporare la gestione del termine sorgente nel meto-
do ad alta risoluzione e di poter operare la scelta di appropriati e distinti operatori numerici si
scontra con la considerazione che l’ordine di accuratezza temporale conseguibile globalmente dalla
procedura (Godunov splitting) è pari a uno, posto che i menzionati operatori eseguano ognuno una
discretizzazione temporale almeno accurata al primo ordine [162,177,179].
Uno schema complessivamente accurato nel tempo al secondo ordine (Strang splitting [162]) si

otterrebbe sviluppando i passi seguenti:

d

dt

Z yj+1/2

yj−1/2

Z xi+1/2

xi−1/2
U(t, x, y) dxdy =

Z yj+1/2

yj−1/2

Z xi+1/2

xi−1/2
S (U(t, x, y)) dxdy

U0 = U(tn, x, y)


∆tn/2

=⇒ U∗(tn, x, y),

(2.75)
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d

dt

Z yj+1/2

yj−1/2

Z xi+1/2

xi−1/2
U(t, x, y) dxdy =

=

Z yj+1/2

yj−1/2
F(U(t, xi−1/2, y)) dy −

Z yj+1/2

yj−1/2
F(U(t, xi+1/2, y)) dy+

+

Z xi+1/2

xi−1/2
G(U(t, x, yj−1/2)) dx−

Z xi+1/2

xi−1/2
G(U(t, x, yj+1/2)) dx

U0 = U
∗(tn, x, y)



∆tn

=⇒ U∗∗(tn, x, y), (2.76)

d

dt

Z yj+1/2

yj−1/2

Z xi+1/2

xi−1/2
U(t, x, y) dxdy =

Z yj+1/2

yj−1/2

Z xi+1/2

xi−1/2
S (U(t, x, y)) dxdy

U0 = U
∗∗(tn, x, y)


∆tn/2

=⇒ U(tn+1, x, y),

(2.77)
e facendo uso di operatori numerici in grado di garantire un’accuratezza temporale almeno del
secondo ordine. Per semplicità e per limitare gli oneri di calcolo, ci si è limitati alla prima soluzione
(2.73)-(2.74).
Vari metodi possono essere scelti per la risoluzione numerica del problema differenziale (2.74).

Tra i molteplici che si fondano sulla forma discretizzata [78,109,135,177]:

Un+1
i,j = Uadv

i,j +∆tnsi,j, (2.78)

si è optato per quello implicito, accurato al secondo ordine, che scaturisce dall’approssimazione
trapezia dell’integrale temporale che compare nella definizione (2.71):

Un+1
i,j = Uadv

i,j +
1

2
∆tn

£
Sn+1i,j + Sni,j

¤
, (2.79)

indicando Sni,j il valore medio della variabile S(tn, x, y) all’istante tn sull’elemento di griglia (i, j):

Sni,j ≈
1

Ci,j

Z yj+1/2

yj−1/2

Z xi+1/2

xi−1/2
S(tn, x, y) dxdy = S(U

n
i,j), (i = 1, ..., nx, j = 1, ..., ny) . (2.80)

Ciò consente di impostare un’originale discretizzazione semi-implicita del termine sorgente, sepa-
ratamente per gli effetti di pendenza e resistenza, preservandosi una struttura computazionale del
tutto esplicita [38,188]:

eUi,j = U
adv
i,j +

1

2
∆tn

h
S0
¡
Uadv
i,j

¢
+ S0

³eUi,j

´i
, da cui:

eUi,j = U
adv
i,j +∆tnS0

¡
Uadv
i,j

¢
;

(2.81)

Un+1
i,j = eUi,j +

1

2
∆tn

h
Sf

³eUi,j

´
+ Sf

¡
Un+1
i,j

¢i
, da cui:

Un+1
i,j = eUi,j +∆tn

·
I− ∆tn

2
Qf

³eUi,j

´¸−1
Sf

³eUi,j

´
;

(2.82)
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dove I è la matrice identità di ordine 3. La scelta di un metodo intrinsecamente implicito, che può
essere incondizionatamente stabile, non introduce ulteriori restrizioni sul passo di calcolo ∆tn, che
pertanto resta vincolato alla condizione di stabilità (2.53) relativa al problema omogeneo [45,177].
Tale procedura, oltre ad introdurre un inevitabile errore di splitting, assente solo nel caso del

problema modello scalare lineare a coefficienti costanti [177, 184], non è in grado di salvaguardare
una condizione idrostatica o di interpretare accuratamente la propagazione di piccole perturbazioni
[117, 121], cioè le sue prestazioni non sono ottimali quando il contributo del primo addendo della
(1.10) è piccolo rispetto agli altri due che appaiono al primo membro della (1.10) medesima e
quando i gradienti dei flussi devono bilanciare perfettamente il termine sorgente. Infatti non
risulta soddisfatta la cosiddetta C -property [24, 88, 197, 203], non essendo garantita la predizione
esatta o approssimata secondo un certo ordine di accuratezza della soluzione del problema statico:

H = H, uh = vh = 0. (2.83)

Diversi accorgimenti sono stati proposti in letteratura per ovviare ai problemi computazionali
legati alla presenza di termini forzanti di tipo geometrico, soprattutto in relazione ai processi di
inondazione e ritiro delle acque: dall’inizializzazione di un sottile velo d’acqua sull’intero dominio
di calcolo [211] (responsabile tra l’altro di un’errata previsione della velocità di propagazione delle
onde [179]), all’utilizzo di griglie adattative [3,105,158] in grado di adeguarsi alla linea di interfaccia
tra area asciutta ed area bagnata (approccio, quest’ultimo, tanto elegante quanto poco efficiente e
poco robusto se applicato a topografie arbitrariamente complesse); dall’applicazione delle equazioni
di conservazione alle porzioni allagate delle celle parzializzate dai fronti [170], all’impiego di tecniche
più o meno complesse di estrapolazione delle velocità di avanzamento dei fronti stessi [32, 96,106,
170]. L’operazione di media integrale a livello discreto, attuata dal metodo numerico sulle grandezze
conservate in corrispondenza delle presunte celle parzialmente bagnate, diffonde impropriamente
la massa idrica, tratteggiando in maniera imprecisa i contorni mobili, ed allo stesso tempo riduce
considerevolmente le altezze idriche in prossimità dei fronti, dando luogo a problemi di instabilità
numerica [32, 179]. Usuale rimedio consiste nella definizione di una tolleranza � = 10−6 ÷ 10−4m
tale per cui, per ogni istante tn, si intendano bagnati a tutti gli effetti solo gli elementi per i quali
hni,j ≥ �; il modello matematico risulta allora sensibile al valore accettato per �, specialmente per
problemi di flusso su fondo scabro [32]. Infine, il flusso numerico intercella deve essere imposto
nullo tra cella bagnata e cella asciutta qualora l’inondazione di quest’ultima non sia attesa [32].
Un’alternativa alla tecnica di disaccoppiamento del termine sorgente [117, 121] consiste nel-

l’includere la discretizzazione dello stesso nell’algoritmo di propagazione ondosa impostando, nel
rispetto della continuità, problemi di Riemann al centro della generica cella di calcolo che pro-
ducano in corrispondenza dei bordi problemi di Riemann sulle perturbazioni di uno stato quasi-
stazionario. Tuttavia ciò non è sufficiente a garantire la rigorosa staticità per problemi bidimen-
sionali e per di più l’approccio splitting sembra comunque rimanere più robusto nella modellazione
di flussi permanenti transcritici o di flussi non prossimi alla stazionarietà [117].

2.2.5 Lo schema SGM

In questo paragrafo si propone un metodo originale, appartenente alla famiglia degli schemi
MUSCL-Hancock, per la discretizzazione ai volumi finiti della formulazione integrale non omogenea
(1.11) delle equazioni bidimensionali alle acque basse.
Esso si basa sulla peculiarità che la ricostruzione ai contorni intercella delle profondità idriche

deve provenire dall’interpolazione ai bordi della quota geodetica della superficie libera (tecnica
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SGM-Surface Gradient Method) rispetto ad un riferimento orizzontale [140,213], al fine di elaborare
un’appropriata previsione dei flussi scambiati tra celle confinanti e di interpretare con accuratezza,
previa opportuna discretizzazione del termine sorgente di pendenza S0(U), la propagazione di pic-
cole perturbazioni ed il permanere di una condizione di equilibrio idrostatico. Infatti, una procedura
di estrapolazione fondata sul gradiente dell’altezza d’acqua (tecnica DGM-Depth Gradient Method)
potrebbe rivelarsi poco accurata in virtù dell’effetto indotto dall’irregolarità della topografia ed
implicare un’approssimazione non attendibile dei flussi responsabili dell’aggiornamento temporale
delle variabili conservate discretizzate. Pertanto, applicando la stessa impostazione introdotta con
le (2.24) per la ricostruzione bilineare della quota idricaH : R3 → R | H(t, x, y) = h(t, x, y)+b(x, y)
sui bordi di ogni elemento del reticolo di calcolo [213], si ottiene, con grado di upwiding variabile
al variare del valore del parametro numerico κ ∈ R:

HL
i+1/2,j = Hn

i,j +
1

4

h
(1− κ)Φ+i−1/2,j(H

n
i,j −Hn

i−1,j) + (1 + κ)Φ−i+1/2,j(H
n
i+1,j −Hn

i,j)
i
,

HR
i−1/2,j = Hn

i,j −
1

4

h
(1 + κ)Φ+i−1/2,j(H

n
i,j −Hn

i−1,j) + (1− κ)Φ−i+1/2,j(H
n
i+1,j −Hn

i,j)
i
,

HL
i,j+1/2 = Hn
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h
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i,j−1) + (1 + κ)Φ−i,j−1/2(H
n
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i
,

HR
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1

4

h
(1 + κ)Φ+i,j−1/2(H

n
i,j −Hn

i,j−1) + (1− κ)Φ−i,j+1/2(H
n
i,j+1 −Hn

i,j)
i
,

(2.84)

dove le funzioni Φ rappresentano filtri passa-basso limitatori di pendenza del tutto analoghi a quelli
elencati tra la (2.28) e la (2.31).

Dalle precedenti è immediato stimare le profondità idriche ai contorni (i = 1, ..., nx, j = 1, ..., ny)
[213]:

hLi+1/2,j = HL
i+1/2,j − bLi+1/2,j , hRi−1/2,j = HR

i−1/2,j − bRi−1/2,j ,

hLi,j+1/2 = HL
i,j+1/2 − bLi,j+1/2, hRi,j−1/2 = HR

i,j−1/2 − bRi,j−1/2,
(2.85)

una volta calcolate con interpolazione centrata le quote geodetiche intercella:

bLi+1/2,j = bRi+1/2,j =
bi+1,j + bi,j

2
, (i = 0, ..., nx, j = 1, ..., ny) ,

bLi,j+1/2 = bRi,j+1/2 =
bi,j+1 + bi,j

2
, (i = 1, ..., nx, j = 0, ..., ny) .

(2.86)

Si noti come tale approccio, oltre a consentire la descrizione di brusche discontinuità localizzate
in corrispondenza dei contorni, semplicemente differenziando le quote stimate ai due lati dei con-
torni stessi [212], sia perfettamente equivalente ai metodi di tipo DGM in presenza di topografia
piatta (b(x, y) = c ∈ R) e di fatto non comporti un carico computazionale aggiuntivo rispetto
ai metodi convenzionali di risoluzione numerica della parte omogenea del sistema (1.11). Invero,
le relazioni (2.32) di evoluzione temporale delle variabili ricostruite, considerando l’apporto del



CAPITOLO 2. LA SOLUZIONE NUMERICA DELLE EQUAZIONI 51

termine forzante di tipo geometrico, si possono modificare come di seguito:

U
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(2.87)

in cui:

S∗0i,j =



0

−g
hLi+1/2,j + hRi−1/2,j

2

bLi+1/2,j − bRi−1/2,j
∆x

−g
hLi,j+1/2 + hRi,j−1/2

2

bLi,j+1/2 − bRi,j−1/2
∆y


; (2.88)

l’algoritmo di calcolo si scrive allora:

eUi,j = U
n
i,j −

∆tn
∆x

¡
fi+1/2,j − fi−1/2,j

¢− ∆tn
∆y

¡
gi,j+1/2 − gi,j−1/2

¢
+∆tnS0i,j , (2.89)

con i flussi di tipo Godunov quantificati con una delle diverse metodologie reperibili in letteratura
[98,118], tra cui quelle citate nel punto 3 del paragrafo 2.2.1, ed essendo:

S0i,j =



0

−g h
L

i+1/2,j + h
R

i−1/2,j
2

bLi+1/2,j − bRi−1/2,j
∆x

−g h
L

i,j+1/2 + h
R

i,j−1/2
2

bLi,j+1/2 − bRi,j−1/2
∆y


. (2.90)
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Il trattamento disaccoppiato (2.82) del termine sorgente di resistenza Sf (U) conclude la pro-
cedura di aggiornamento.
Lo schema così delineato è tale da soddisfare la cosiddetta Z-property [213], cioè è in grado di

preservare esattamente una condizione statica su topografia irregolare (C-property esatta [23, 24,
203]) con stima centrata delle componenti della pendenza del fondo. Tuttavia l’applicazione del
metodo non può avvenire tal quale nelle zone dove h(t, x, y) = 0 e deve essere ristretta alle aree
inondate; infine valutazioni poco affidabili delle grandezze conservate in prossimità dei contorni
mobili limitano notevolmente l’efficienza del metodo stesso nei casi pratici di campo in cui non si
possa prescindere dallo studio del movimento dei fronti di bagnamento e asciugamento.

2.2.6 Discretizzazione spaziale non uniforme

La soluzione numerica dei problemi matematici quale quello rappresentato dal sistema integrale
bidimensionale di conservazione (1.11), dotato di condizioni iniziali ed ai bordi, esige, ai fini della
discretizzazione delle equazioni, una preliminare procedura di generazione di una partizione [100,
167—169] del dominio fisico continuo di applicazione del problema stesso (in elementi di controllo,
nell’interpretazione ai volumi finiti [84,99,118,194,200,201]).
Qualora l’assetto altimetrico regolare e la configurazione planimetrica del campo computazionale

bidimensionale delimitato da contorni allineati rispetto alle direzioni coordinate x e y lo sug-
geriscano, il ricorso ad una suddivisione del dominio fisico di interesse basata su celle cartesiane
(eventualmente uniformi) rende banale il problema di generazione del reticolo di calcolo. Talvolta
si insiste in una rappresentazione cartesiana “a scalini” dei contorni non allineati alle direzioni
coordinate, conservando la facilità di partizione del dominio fisico al prezzo di una descrizione
non accurata della geometria dei bordi e pertanto della dinamica dei fenomeni in prossimità dei
medesimi.
I metodi cosiddetti Cartesian cut ovviano elegantemente a questo problema unendo l’utilizzo

di elementi cartesiani nella parte interna del dominio ad un trattamento speciale riservato alle
celle parzializzate dall’intersezione con linee di contorno. La loro recente popolarità è dovuta
alla notevole semplicità di generazione delle griglia, anche in presenza di geometrie articolate,
nonostante resti problematico specificare, per le celle tagliate di piccole dimensioni, un’espressione
dei flussi intercella che assicuri accuratezza e stabilità del calcolo contemporaneamente ad una
ragionevole efficienza. A questo scopo molteplici proposte sono documentate in letteratura [39,41,
52,68,114,115,148,208—210].
Un altro diffuso criterio per operare nei confronti di domini di calcolo genericamente configurati

consiste nell’applicazione di una trasformazione ξ di coordinate alle equazioni di base [20, 99,100,
118,177]:

ξ : R3 → R3 | ξ(t, x, y) = [τ , ξ, η] ,
 τ = t

ξ = ξ (x, y)
η = η (x, y)

, (2.91)

che muti la porzione planimetrica irregolare in studio, appartenente allo spazio fisico (t, x, y) e
discretizzata con reticolo non uniforme, in un’area perfettamente regolare, discretizzata mediante
elementi uniformi nello spazio computazionale (τ , ξ, η), su cui risolvere le equazioni trasformate.
Tuttavia queste ultime includono di norma termini metrici coincidenti con gli elementi della matrice
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jacobiana X della trasformazione (2.91) [177]:

X : R3 → R3×3 | X(τ , ξ(x, y), η (x, y)) =


1 0 0

0
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y

0
∂η

∂x

∂η

∂y

 ; (2.92)

la mappa (2.91) deve quindi essere smooth per garantire una buona accuratezza, nonostante questa
condizione non assicuri che le equazioni trasformate discretizzate interpretino matematicamente
nello spazio (τ , ξ, η) il corretto bilancio fisico delle grandezze che si conservano nello spazio (t, x, y)
[118].
Tra le varie tecniche di discretizzazione ai volumi finiti di leggi di conservazione quali la (1.11),

eseguite direttamente sullo spazio fisico (t, x, y) in adeguamento alla geometria del problema (body-
fitted grids), si è approfondita quella basata su una partizione spaziale cell-centered strutturata
non cartesiana del dominio [99,100,118,177], attuata cioè mediante elementi genericamente quadri-
lateri “logicamente rettangolari”, disposti in modo tale che ognuno di essi possa essere identificato
per righe e colonne da una coppia di indici (i, j). Individuati i vertici di ogni quadrilatero com-
putazionale Ak = (xk, yk), (k = 1, ..., N, con N = 4) a definire quattro segmenti AkAk+1 (con
AN+1 ≡ A1) costituenti la spezzata chiusa di confine (Fig. 2.3), è lecito esprimere, secondo le
seguenti uguaglianze, il flusso totale attraverso il bordo ∂Ω = (x(s), y(s)) della generica cella di
controllo parametrizzato mediante l’ascissa curvilinea s ∈ R:Z

∂Ω

υ(s) ·H(U(t, x(s), y(s)) ds =
NX
k=1

Z Ak+1

Ak

υk ·H(U) ds =

=
NX
k=1

Z Ak+1

Ak

[cos θk · F(U) + sin θk ·G(U)] ds,
(2.93)

rammentando che H(U) = [F(U(t, x(s), y(s)), G(U(t, x(s), y(s))] simboleggia il tensore dei flussi
e che υ(s) ∈ R2 rappresenta il versore uscente perpendicolare in ogni punto a ∂Ω; nella fattispecie,
υk : R → R2 | υ = [cos θk, sin θk] (θk ∈ R indica l’angolo piano formato dal versore normale al
lato k-esimo con la direzione x di riferimento). Dalla precedente, la parte omogenea della (1.11),
applicata a livello discreto ad ogni elemento di area Ci,j (i = 1, ..., nx, j = 1, ..., ny), si modifica
nella forma conservativa semidiscretizzata:

d

dt
Uij(t) = − 1

Ci,j

NX
k=1

Z Ak+1

Ak

[cos θk · F(U) + sin θk ·G(U)] ds. (2.94)

Approssimando ogni termine della sommatoria come di seguito:Z Ak+1

Ak

[cos θk · F(U) + sin θk ·G(U)] ds = lk [cos θk · F(U) + sin θk ·G(U)] , (2.95)

con lk (k = 1, ..., 4) ad indicare la lunghezza del segmento AkAk+1, ed integrando nel tempo tra
gli istanti tn e tn+1, dalla (2.94) si evince l’algoritmo flux-differencing completamente discretizzato
[118]:

Uadv
i,j = Un

i,j −
∆tn
Ci,j

NX
k=1

lk bfnk , (2.96)
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Figura 2.3: Elemento quadrilatero appartenente a reticolo strutturato non cartesiano.

dove bfk (k = 1, ..., 4) rappresenta l’approssimazione numerica, per unità di lunghezza e per unità
di tempo, del flusso medio temporale normale ad ogni lato della cella di controllo (i, j):

bfnk = 1

∆tn

Z tn+1

tn

"
1

lk

Z Ak+1

Ak

υk ·H(U(t, x(s), y(s))) ds
#
dt. (2.97)

La (2.96) si semplifica agevolmente nella (2.6) su cella cartesiana rettangolare di area Ci,j =
∆xi,j ·∆yi,j , con ∆xi,j = xi+1/2 − xi−1/2

¡
i = 1, ..., nx) e ∆yi,j = yj+1/2 − yj−1/2 (j = 1, ..., ny

¢
.

La costruzione del flusso intercella scaturisce dalla proprietà di invarianza rotazionale (1.86); si
può allora asserire [177]:

Uadv
i,j = Un

i,j −
∆tn
Ci,j

NX
k=1

lk T
−1
k fk(TkU), (2.98)

in cui il flusso numerico fk è funzione delle variabili conservate bU= TkU ruotate mediante la
matrice di rotazione Tk (la cui definizione è data nella (1.87)) tra sistema di riferimento piano
originario (x, y) e sistema di riferimento locale sinistrorso (bx, by), nel quale bx e by materializzano
rispettivamente la direzione normale uscente e quella tangenziale per ogni bordo retto intercella.
L’algoritmo numerico (2.96), valido sul dominio fisico suddiviso in elementi quadrilateri “logica-

mente rettangolari”, può essere riscritto (capacity-form differencing) come discretizzazione unsplit,
su griglia trasformata uniforme, delle equazioni convertite secondo un’opportuna mappa (2.91):

Uadv
i,j = Un

i,j −
∆tn

κi,j ∆ξ

¡
fi+1/2,j − fi−1/2,j

¢− ∆tn
κi,j ∆η

¡
gi,j+1/2 − gi,j−1/2

¢
, (2.99)

avendo introdotto una funzione di capacità κi,j = Ci,j/∆ξ ∆η, rapporto locale tra area della cella
fisica ed area della cella computazionale [118]. Nell’espressione (2.99) le funzioni f e g indicano i
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flussi numerici per unità di lunghezza e tempo nello spazio computazionale (τ , ξ, η), mentre Un
i,j

fornisce nello stesso spazio l’approssimazione media areale della variabile trasformata U (τ , ξ, η):

Un
i,j ≈

1

∆xi,j ∆yi,j

Z yj+1/2

yj−1/2

Z xi+1/2

xi−1/2
U(tn, x, y) dxdy ≈ 1

∆ξ ∆η

Z ηj+1/2

ηj−1/2

Z ξi+1/2

ξi−1/2
U(tn, ξ, η) dξdη,

(i = 1, ..., nx, j = 1, ..., ny) .
(2.100)

Il metodo accurato al secondo ordine nel tempo e nello spazio descritto nel paragrafo 2.2.1, con le
relative tecniche di calcolo dei flussi numerici intercella, si estende [177] facilmente ed efficacemente
ai casi in cui si ricorra alla partizione strutturata non cartesiana del campo fisico, previa rotazione
delle variabili UL e UR ricostruite al contorno nelle corrispondenti bUL e bUR.
Inoltre, al termine sorgente è riservato il trattamento frazionato citato nel paragrafo 2.2.4 e

tradotto nelle (2.81)-(2.82):

eUi,j = U
adv
i,j +∆tnS0

¡
Uadv
i,j

¢
,

Un+1
i,j = eUi,j +∆tn

·
I− ∆tn

2
Qf

³eUi,j

´¸−1
Sf

³eUi,j

´
.

(2.101)

Nella prima delle (2.101), i termini S0x =
−∂b(x,y)

∂x e S0y =
−∂b(x,y)

∂y che appaiono nella (2.67) e
che simboleggiano le pendenze del fondo nelle due direzioni coordinate x e y, vengono stimate
[38,188] attraverso una media pesata delle rispettive pendenze di quattro triangoli di area Ωk (k =
1, ..., N, N = 4) in cui la batimetria di ogni quadrilatero Qi,j della partizione strutturata può
essere schematizzata:

S0
¡
Uadv
i,j

¢
=



0

−ghni,j
1

Ci,j

NX
k=1

Ωk S0xk

−ghni,j
1

Ci,j

NX
k=1

Ωk S0yk


; (2.102)

ognuno di questi triangoli ha come vertici il baricentro G della cella (di cui è nota la quota bG ≈
1

Ci,j

R
Qi,j

b(x, y) dxdy, i = 1, ..., nx, j = 1, ..., ny) e gli estremi AkAk+1 di uno dei lati (le cui quote
sono determinabili dalle quote dei baricentri delle quattro celle limitrofe mediante idoneo processo
di interpolazione). Ad esempio, detto GA1A2 il primo di questi triangoli (k = 1), risulta:

S0x1 = −
(yA2 − yG) bA1 + (yG − yA1) bA2 + (yA1 − yA2) bG

xGyA1 − xA2yA1 + xA1yA2 − xGyA2 + xA2yG − xA1yG
,

S0y1 =
(xA2 − xG) bA1 + (xG − xA1) bA2 + (xA1 − xA2) bG

xGyA1 − xA2yA1 + xA1yA2 − xGyA2 + xA2yG − xA1yG
.

(2.103)

L’introduzione delle condizioni al contorno avviene con la stessa tecnica descritta nel paragrafo
2.2.3, con la precauzione che le condizioni al bordo riflettenti rendano l’annullamento della com-
ponente della velocità normale alla parete solida [118]. Se in corrispondenza del lato k-esimo di
bordo della cella (1, j), (j = 1, ..., ny) è plausibile collocare una parete insormontabile free-slip,
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in analogia alle relazioni (2.61), si impone, ad ogni passo temporale, la seguente inizializzazione
sulle ghost cells relativamente alle variabili primitive ruotate (costituite dall’altezza idrica, dalle
componenti della velocità normale e tangenziale al contorno e da eventuali scalari passivi) e per le
grandezze di interesse: 

h1−i,j = hi,jbu1−i,j = −bui,jbv1−i,j = bvi,j
φ1−i,j = φi,j
b1−i,j = bi,j
n1−i,j = ni,j

(i = 1, 2, j = 1, ..., ny). (2.104)

Infine, reticoli (come le triangolazioni) i cui elementi non possano essere identificati da una
coppia di indici, danno luogo a griglie non strutturate [13,15,34,99,156,198] le quali, pur offrendo
il vantaggio di una discreta facilità di generazione e di una notevole flessibilità per la capacità di
adattamento a geometrie complesse, non presentano abitualmente una precisa logica di connessione
tra celle limitrofe, inficiando spesso la possibilità di sviluppo di solutori che abbiano i requisiti di
velocità ed efficienza [99,118].



Capitolo 3

Validazione dei codici di calcolo

Nel presente capitolo si accertano la versatilità, l’efficienza e la robustezza dei modelli numerici
descritti nel Cap. 2 per valutare il grado di confidenza da associare alle previsioni formulate dagli
stessi.
Si presentano vari raffronti con severi ed assodati casi test mono e bidimensionali (anche

riguardanti il trasporto di scalari passivi) ben documentati in letteratura, per i quali si disponga
di soluzione analitica o comunque di attendibile soluzione di riferimento.
Inoltre, nell’intento ulteriore di confermare l’abilità dei citati codici di calcolo a simulare i com-

plessi fenomeni che si verificano nelle pratiche applicazioni (presenza di ostacoli insormontabili, di
topografia accidentata e di aree inizialmente asciutte, propagazione di onde riflesse e di onde a
fronte ripido, formazione di risalti idraulici, ecc.), vengono mostrati i risultati relativi alla model-
lazione di casi sperimentali recentemente segnalati come significativi da autorevoli gruppi di ricerca
europei (CADAM 1996-1999, IMPACT 2002-2004) [9,72,76].

3.1 Confronto con casi di letteratura

Le previsioni formulate dai codici numerici vengono di seguito poste a confronto con soluzioni
di riferimento di vari casi teorici proposti in letteratura, ognuno dei quali tale da presentare
particolarità in grado di comportare severe difficoltà per la procedura di simulazione.

3.1.1 Casi monodimensionali

In questa sezione, su casi test monodimensionali per i quali sia possibile ricostruire analitica-
mente la soluzione (come discusso nel paragrafo 1.2.3) [178,179], vengono verificate le prestazioni dei
due schemi numerici appartenenti alla famiglia dei metodi MUSCL-Hancock illustrati nel paragrafo
2.2: il primo, di tipo centrato (SLIC), caratterizzato dalla formulazione FORCE dei flussi numerici
intercella, il secondo, di tipo upwind, qualificato dall’applicazione del solutore approssimato HLLC
del problema di Riemann.
Si presentano sei test particolarmente significativi [118, 179] che configurano distinti problemi

di Riemann costruiti su canale a sezione rettangolare di larghezza unitaria, lungo 50m, con alveo
orizzontale e liscio. I valori iniziali per ognuno di essi, relativamente alle variabili altezza idrica
h(t, x), velocità u(t, x) e concentrazione C(t, x) di un eventuale scalare passivo, sono raccolti in

57
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Test hl (m) ul (m/ s) Cl ( g/m
3) hr (m) ur (m/ s) Cr ( g/m

3) x0 (m) tout ( s)

1 1.0 2.5 1.0 0.1 0.0 0.0 10.0 7.0
2 1.0 −5.0 1.0 1.0 5.0 0.0 25.0 2.5
3 1.0 0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 20.0 4.0
4 1.0 0.0 1.0 0.02 0.0 0.0 20.0 4.0
5 0.1 −3.0 1.0 0.1 3.0 0.0 25.0 5.0
6 1.0 1.0 1.0 1.0 −1.0 0.0 25.0 5.0

Tabella 3.1: Dati per sei test monodimensionali dotati di soluzione analitica.

Tab. 3.1, dove si riporta anche l’indicazione dell’ascissa x0 a cui è collocata la discontinuità iniziale
e dell’istante tout di restituzione della soluzione.
Il canale è stato discretizzato mediante reticolo cartesiano uniforme composto di 100 × 10

elementi rettangolari di dimensioni 0.5m× 0.1m. Nelle simulazioni numeriche è stato adottato un
numero di Courant pari a 0.45 e si è fatto uso della funzione limiter (2.28) di van Leer.

• Test 1. Evidenzia le capacità dei codici a risolvere le onde a fronte ripido in un numero
contenuto di elementi spaziali e a prevederne correttamente la velocità di propagazione e l’al-
tezza senza introdurre oscillazioni spurie non fisiche. Inoltre, permette di verificare l’idoneità
degli stessi modelli numerici a stimare lo sviluppo longitudinale della star region e a predire
le onde di rarefazione transcritiche, che vengono accuratamente ricostruite evitando l’intro-
duzione, comune nei metodi che violino la condizione di entropia, di shock di rarefazione
non fisici in corrispondenza dello stato critico [179]. Dalla Fig. 3.1 emerge un buon accordo
tra soluzione esatta e soluzioni numeriche, per le quali è stato rappresentato un punto di
calcolo ogni due al fine di conferire all’immagine una maggiore leggibilità. Si noti come la
discontinuità di contatto venga risolta con minore precisione rispetto all’onda a fronte ripido,
senza apprezzabili differenze tra i due schemi in esame.

• Test 2. Pone a riferimento una situazione simmetrica costituita da due onde di depressione
che, propagandosi in opposte direzioni, generano nella star region compresa tra di esse una
condizione di quiete idrostatica contraddistinta da un valore modesto della profondità idrica.
In Fig. 3.2, per entrambi i codici, si apprezza come l’assodata attitudine ad interpretare
accuratamente le onde centrate di rarefazione e a preservare la simmetria, sia in conflitto
con l’evidente impossibilità a calcolare con precisione lo stato idrico nella star region e con
la notevole difficoltà a riprodurre la discontinuità di contatto statica [179].

• Test 3. Tale problema tipo, paragonabile al caso noto in letteratura come problema di Rit-
ter [7,19,150], ammette una soluzione che consiste in una rarefazione sinistra transcritica (lo
stato critico si stabilisce, indipendentemente dall’istante temporale corrente, in corrispon-
denza dell’ascissa x0 a cui è posizionata la discontinuità iniziale) che interfaccia lo stato
indisturbato a monte (sinistra) e quello asciutto a valle (destra). La Fig. 3.3, mostrando per
ambedue gli schemi sotto indagine una sostanziale sovrapposizione tra andamenti attesi e
calcolati per le variabili di interesse, dà implicita conferma del fatto che essi non accusano
gli indesiderati inconvenienti che frequentemente inducono vari metodi numerici a stimare in
maniera imprecisa la velocità di avanzamento dei fronti di bagnamento e asciugamento e a
produrre oscillazioni spurie in prossimità degli stessi [179].
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Figura 3.1: Test 1: confronto tra soluzione esatta e soluzioni numeriche.
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Figura 3.2: Test 2: confronto tra soluzione esatta e soluzioni numeriche.
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Figura 3.3: Test 3: confronto tra soluzione esatta e soluzioni numeriche.
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Figura 3.4: Test 4: confronto tra soluzione esatta e soluzioni numeriche.



CAPITOLO 3. VALIDAZIONE DEI CODICI DI CALCOLO 63

0 10 20 30 40 50
x (m)

-4.0

-3.0

-2.0

-1.0

0.0

1.0

2.0

3.0

4.0

v (
m

/s
)

0 10 20 30 40 50
x (m)

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

C 
(g

/m
3 )

0 10 20 30 40 50
x (m)

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

h 
(m

)

esatta
numerica

HLLC

0 10 20 30 40 50
x (m)

-4.0

-3.0

-2.0

-1.0

0.0

1.0

2.0

3.0

4.0

v 
(m

/s
)

0 10 20 30 40 50
x (m)

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

C
 (g

/m
3 )

0 10 20 30 40 50
x (m)

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

h 
(m

)

esatta
numerica

FORCE

Figura 3.5: Test 5: confronto tra soluzione esatta e soluzioni numeriche.
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Figura 3.6: Test 6: confronto tra soluzione esatta e soluzioni numeriche.
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Test x y hi vi he ve rdam tout

A 0÷ 50m 0÷ 50m 10.0m 0.0m/ s 1.0m 0.0m/ s 11.0m 0.69 s
B −1.5÷ 1.5 −1.5÷ 1.5 0.1 0.0 1.0 0.0 0.35 1.0

Tabella 3.2: Dati per due test bidimensionali a simmetria radiale.

• Test 4. Del tutto simile al Test 1, offre un caso di dam-break su letto bagnato largamente
affrontato in letteratura e conosciuto come problema di Stoker [7, 19,159,160]. In Fig. 3.4 è
visibile l’esito favorevole del confronto tra soluzione analitica e previsioni avanzate dai modelli
di calcolo.

• Test 5. Non adeguandosi gli stati iniziali alla condizione (1.78), questo test ammette soluzione
consistente in due onde di rarefazione disposte simmetricamente che si allontanano recipro-
camente provocando l’asciugamento di una porzione di alveo tra esse incluso. La Fig. 3.5,
oltre a sancire l’inabilità di ambedue i codici a cogliere l’asciugamento della zona interme-
dia, conferma le ragguardevoli difficoltà connesse alla modellazione accurata delle onde di
contatto [179].

• Test 6. Definisce un problema di Riemann le cui condizioni iniziali sono rappresentative
dell’interazione tra due masse idriche che, collidendo l’una contro l’altra, danno vita ad una
configurazione simmetrica in cui lo stato intermedio nella star region è di quiete [118]. Gli
schemi numerici in esame colgono con soddisfacente accuratezza le due onde a fronte ripido
che si muovono, nel rispetto della simmetria, verso le frontiere del dominio; inoltre il metodo
di tipo upwind riproduce esattamente la discontinuità di contatto statica, mentre quello
centrato la sviluppa in un certo numero di elementi di discretizzazione spaziale (Fig. 3.6).

Dai precedenti raffronti si può indubbiamente concludere che gli schemi presentati nel Cap. 2
(anche quello SGM, che in assenza di contributo forzante di tipo geometrico degenera nello SLIC)
sono in grado, con prestazioni praticamente equiparabili, di interpretare la natura ondulatoria
del problema monodimensionale aumentato (1.52), ricostruendone con sufficiente precisione le
strutture caratteristiche.

3.1.2 Problema di dam-break circolare

È un problema bidimensionale a simmetria radiale di esplosione cilindrica [4, 5, 7, 10, 81, 118,
124, 177] consistente nel fenomeno rapidamente vario conseguente al crollo repentino (a t = 0 s)
di una colonna idrica cilindrica, a sezione circolare di raggio rdam pari a 11m ed alta hi = 10m,
collocata su dominio quadrato di lato uguale a 50m, orizzontale e privo di resistenza, inizialmente
ed uniformemente bagnato, all’esterno dell’ideale sistema di ritenuta circolare, con uno strato
d’acqua dello spessore he di 1m (Tab. 3.2 - Test A).
Il campo di moto è stato discretizzato per mezzo di una partizione cartesiana uniforme di

complessive 200×200 celle quadrate di lato uguale a 0.25m; sono stati inoltre adottati, ai fini della
simulazione numerica, un numero di Courant Cr pari a 0.35 e la funzione limitatrice di pendenza
(2.28) di van Leer [10].
La Fig. 3.7 riporta in diagramma i profili di profondità idrica e velocità su sezione assiale

(y = 25m) e diagonale (y = x) calcolati all’istante t = 0.69 s [124] tramite gli schemi di tipo
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Figura 3.7: Problema di dam-break circolare: profili assiale e diagonale per altezza d’acqua e
velocità all’istante t = 0.69 s. Risultati ottenuti dall’impiego di schemi MUSCL-Hancock con
calcolo dei flussi eseguito con metodo FORCE e con solutore approssimato di Riemann HLLC. La
soluzione numerica monodimensionale radiale approssima quella esatta.

MUSCL-Hancock descritti in precedenza. Nella stessa figura, i risultati computazionali vengono
posti a confronto con la soluzione di riferimento acquisita risolvendo in coordinate polari (r, θ) il
seguente problema monodimensionale non dipendente dall’anomalia θ [118,124,177], proiezione su
piano radiale di quello originario bidimensionale (1.16):

∂

∂t
U+

∂

∂r
F(U) = S(U), (3.1)

dove U = [h, vh]
T , F (U) =

£
vh, v2h+ 1

2gh
2
¤T
, S (U) = −1r

£
vh, v2h

¤T
e v(t, r) rappresenta la

velocità in direzione radiale; tale soluzione di riferimento, conseguita discretizzando ai volumi finiti
il dominio monodimensionale 25m ≤ r ≤ 50m con 2000 intervalli uniformi ed applicando la tecnica
WAF (Weighted Average Flux ) [10,26,28,71,177—179] alla (3.1), può a buon titolo essere considerata
ottima approssimazione di quella esatta. Dall’attenta disamina dei diagrammi riportati in Fig. 3.7,
convenientemente limitati tra le ascisse x = 25m e x = 45m per poter riconoscere agevolmente
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tutti i punti di calcolo restituiti senza omissioni, si desume che i due metodi numerici utilizzati
forniscono soluzioni che, oltre a riprodurre in maniera più che soddisfacente quella di riferimento
e a risolvere lo shock con accuratezza, si distinguono tra loro per differenze di fatto inapprezzabili.
Inoltre sembra essere preservata in maniera eccellente la simmetria.
In Fig. 3.8 si può osservare, infine, una ricostruzione tridimensionale del campo di altezze

idriche calcolato per l’istante t = 0.69 s impiegando il codice SLIC. Si noti come, dopo il rilascio
dell’ipotetica parete cilindrica di contenimento, un’onda a fronte ripido si trasferisca radialmente
verso l’esterno, mentre un’onda di depressione retroceda verso l’interno: si configura cioè una
struttura che si diversifica da quella del tutto simile del caso monodimensionale di Stoker per
l’andamento non uniforme delle grandezze conservate tra le due onde non lineari causato dalla
presenza del termine forzante S (U) nelle (3.1) [118].

3.1.3 Problema di implosione cilindrica

Questo caso test, noto in letteratura come problema di shock-focusing, delinea un problema
bidimensionale a simmetria circolare di implosione cilindrica. Esso è piuttosto severo e delicato,
dal momento che è ampiamente documentato come causi serie difficoltà a numerosi codici di calcolo
basati su discretizzazione cartesiana del campo di moto [7,10,25,124,137].
Nella parte centrale di un dominio quadrato adimensionale (−1.5, 1.5)× (−1.5, 1.5), orizzon-

tale e liscio, è collocata un’opera di ritenuta cilindrica ideale di spessore nullo, a sezione circolare,
caratterizzata da un raggio rdam pari a 0.35 [124]. La configurazione di quiete iniziale, consistente
in un’altezza idrica hi interna alla parete pari a 0.1 e in un’altezza d’acqua esterna he uguale a
1.0 (Tab. 3.2 - Test B), viene turbata all’atto dell’istantanea rimozione (a t = 0) dell’elemento di
separazione tra i due suddetti stati. Si assiste alla propagazione, governata da un campo di gravità
adimensionale con accelerazione g = 1.0 [124], di un’onda di shock e di un’onda di depressione
circolari rispettivamente verso l’interno e l’esterno del dominio. L’onda a fronte ripido si concentra
via via verso il focusing point (0, 0) e, superata questa singolarità, si espande successivamente verso
la frontiera geometrica del dominio, come evidenziato nella Fig. 3.9 che restituisce una rappresen-
tazione tridimensionale del campo adimensionale di altezze idriche calcolato dal modello numerico
SLIC per gli istanti t = 0.2, t = 0.4 e t = 1.0.
Il fenomeno è stato simulato mediante i due soliti schemi di tipo MUSCL-Hancock, impostando

il numero di Courant pari a 0.25 ed accettando ancora l’effetto di viscosità artificiale introdotto
dalla funzione limiter di van Leer ; inoltre il dominio spaziale è stato suddiviso uniformemente in
160× 160 elementi quadrati [10,124].
I profili assiali (y = 0) e diagonali (y = x) stimati per la profondità idrica e la velocità sono

comparati in Fig. 3.10 con la soluzione di raffronto, che si intende buona approssimazione di quella
esatta essendo stata ottenuta risolvendo numericamente mediante metodo WAF [178] il problema
monodimensionale radiale (3.1) sull’intervallo 0 ≤ r ≤ 1.5 suddiviso in 5000 segmenti uguali. Si
rilevi come la simmetria circolare sia ben mantenuta, soprattutto per la variabile h, e come venga
ottimamente colta l’onda di shock attraverso la quale si riscontra l’inversione della direzione del
moto. Una singolare perdita di simmetria, particolarmente accentuata nello schema che fa uso del
solutore approssimato HLLC del problema di Riemann, si evidenzia nei profili di velocità radiale in
prossimità del focusing point : questo comportamento è certamente riconducibile al fatto [10, 137]
che il fenomeno di implosione, non simulato accuratamente con reticolo spaziale fisso, introduce
errori il cui effetto, largamente risentito nella fase di espansione dell’onda di shock, può essere
ridimensionato perfezionando opportune procedure di limitazione delle pendenze [137].
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Figura 3.8: Diagrammi tridimensionali dell’altezza idrica per problema di esplosione cilindrica: a)
condizione iniziale, b) risultato ottenuto dal modello SLIC all’istante t = 0.69 s.
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Figura 3.9: Diagrammi tridimensionali dell’altezza idrica per problema di implosione cilindrica
ottenuti mediante modello SLIC agli istanti: a) t = 0.2, b) t = 0.4, c) t = 1.0.
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Figura 3.10: Problema di shock-focusing: profili assiale e diagonale per altezza d’acqua e velocità
all’istante t = 1.00. Risultati ottenuti dall’impiego di schemi MUSCL-Hancock con calcolo dei
flussi eseguito con metodo FORCE e con solutore approssimato di Riemann HLLC. La soluzione
numerica monodimensionale radiale approssima quella esatta.

3.1.4 Corrente stazionaria su salto di fondo

Questo paragrafo tratta di quattro distinti casi test inerenti i flussi permanenti che si instaurano
in un canale rettangolare di larghezza unitaria, lungo 20m (−10m ≤ x ≤ 10m), privo di resistenza,
con fondo irregolare rispondente all’equazione:

b(x, y) =

½
0.2− 0.05x2 per − 2 ≤ x ≤ 2
0 altrimenti

, (3.2)

qualora si impongano le seguenti condizioni al bordo:

a) sul contorno di monte una portata uguale a 0.18m3/ s e sul contorno di valle un livello idrico
pari a 0.33m [38, 87,123,203,213];

b) sul contorno di monte una portata di 1.53m3/ s e a valle un contorno trasmissivo [87,213];

c) sul contorno di monte una portata uguale a 4.42m3/ s e sul contorno di valle una profondità
idrica pari a 2.00m [87, 213];

d) sul contorno di monte una portata di 1.53m3/ s e un’altezza idrica uguale a 0.30m; a valle un
contorno di tipo trasmissivo.
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Nel caso a) si sviluppa una corrente transcritica con formazione di un risalto idraulico, mentre
nel caso b) una corrente transcritica che emerge veloce dal salto di fondo; nei casi c) e d), infine,
la corrente si mantiene ovunque rispettivamente subcritica e supercritica. Si ricorre ad essi pro-
ponendosi lo scopo di accertare non solo le proprietà shock-capturing e le capacità predittive degli
schemi di calcolo presentati nel Cap. 2 in presenza di transizioni da corrente veloce a corrente lenta
e viceversa, ma soprattutto la correttezza e l’affidabilità della tecnica di trattamento del termine
sorgente di pendenza.
Ai fini computazionali il dominio spaziale è stato discretizzato mediante 200 × 10 elementi

quadrati di lato uguale a 0.10m; il numero di Courant è stato fissato pari a 0.35 ed è stata
adottata ancora una volta la funzione limitatrice di pendenza di van Leer ; la scelta delle condizioni
iniziali non è particolarmente rilevante, avendo influenza solo sulla durata e sulla dinamica della
fase transitoria che precede il raggiungimento della condizione di regime.
Nelle Figg. 3.11, 3.12, 3.13 e 3.14 appare l’accostamento, limitatamente all’intervallo −3m ≤

x ≤ 3m per maggiore chiarezza, tra i risultati scaturiti dalla modellazione numerica e la soluzione di
riferimento valutata risolvendo con un passo di discretizzazione spaziale ∆x = 0.005m l’equazione
di Bernoulli e bilanciando con la stessa accuratezza nello spazio le spinte dinamiche per la collo-
cazione dell’eventuale risalto idraulico [49,129]. I due modelli matematici confrontati appartengono
uno alla tipologia dei metodi SGM (Surface Gradient Method) descritta nel paragrafo 2.2.5, l’altro
alla famiglia dei metodi DGM (Depth Gradient Method); quest’ultimo tratta con tecnica fraziona-
ta distintamente il termine sorgente dalla parte omogenea delle equazioni di conservazione (1.11),
alla quale riserva una procedura di discretizzazione, nota con l’acronimo SLIC, di cui si è riferito
diffusamente nel paragrafo 2.2.1.
Entrambi approssimano in maniera soddisfacente su tutto il campo di moto sia i profili della

superficie libera che i profili di velocità; inoltre riproducono con buona precisione l’altezza e la
posizione del risalto idraulico che si stabilisce nel caso a). I risultati relativi al codice DGM
presentano nei casi a), b) e c) una quasi impercettibile oscillazione spuria della quota idrica in
corrispondenza dei piedi di monte e di valle del salto di fondo e una lieve imprecisione nella
stima della velocità in prossimità delle propaggini estreme dell’ostacolo: a ciò si può imputare la
responsabilità di una previsione non corretta della portata. Tali effetti, dovuti principalmente al
trattamento splitting del termine sorgente, risultano tanto più evidenti quanto maggiore è l’altezza
dell’irregolarità e quanto minore è la sua risoluzione resa dalla discretizzazione nello spazio [10];
essi sono per contro notevolmente ridotti, se non completamente assenti, nei profili calcolati con
codice SGM, pur sopravvivendo nel caso a) una certa discrepanza, indotta dalla presenza del
risalto, tra portata stimata e portata attesa. Nel caso d), invece, lo schema di tipo DGM restituisce
un’approssimazione particolarmente accurata (anche in termini di portata specifica) della soluzione
esatta, mentre la tecnica SGM introduce nel profilo di velocità oscillazioni spurie localizzate sui
lembi del salto di fondo.

3.1.5 Risalto idraulico stazionario in canale scabro

Questo test [43, 79, 133, 213] è finalizzato ad appurare la correttezza e la robustezza della pro-
cedura di trasposizione al discreto del termine forzante di resistenza delineata nel paragrafo 2.2.4
e si concretizza nella verifica della localizzazione del risalto idraulico che si stabilisce in una cor-
rente permanente monodimensionale transcritica convogliata da un alveo orizzontale scabro. La
posizione del risalto è infatti largamente determinata dall’effetto di resistenza al moto offerta dal
fondo [43,48,214].
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Figura 3.11: Caso a): confronto (condotto per due metodi, uno di tipo DGM, l’altro di tipo SGM)
tra soluzione di riferimento e risultati numerici per flusso monodimensionale stazionario transcritico
(in presenza di risalto) su irregolarità di fondo parabolica.
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Figura 3.12: Caso b): confronto (condotto per due metodi, uno di tipo DGM, l’altro di tipo SGM)
tra soluzione di riferimento e risultati numerici per flusso monodimensionale stazionario transcritico
(senza risalto) su irregolarità di fondo parabolica.
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Figura 3.13: Caso c): confronto (condotto per due metodi, uno di tipo DGM, l’altro di tipo SGM)
tra soluzione di riferimento e risultati numerici per flusso monodimensionale stazionario subcritico
su irregolarità di fondo parabolica.
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Figura 3.14: Caso d): confronto (condotto per due metodi, uno di tipo DGM, l’altro di tipo
SGM) tra soluzione di riferimento e risultati numerici per flusso monodimensionale stazionario
supercritico su irregolarità di fondo parabolica.
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Figura 3.15: Risalto idraulico in corrente stazionaria: confronto tra profilo idrico di riferimento
e profili numerici calcolati col codice SLIC associato a trattamento splitting semi-implicito del
termine sorgente.

Nella fattispecie [43], in un canale a sezione rettangolare, lungo 14m e largo 0.46m, a fondo
orizzontale caratterizzato da un coefficiente di Manning n stimabile mediamente in 0.01 s m−1/3, è
imposta a monte una corrente veloce (hm = 0.064m e vm = 1.92m/ s, a cui corrisponde Frm = 2.3)
e a valle una condizione al bordo di livello idrico fissato (hv = 0.168m).
La Fig. 3.15 illustra come l’andamento delle altezze idriche, calcolato tramite il metodo SLIC

(Cr = 0.35) associato ad una procedura splitting del termine sorgente, si conformi ottimamente
al profilo di moto permanente di riferimento tracciato risolvendo numericamente l’equazione di
bilancio energetico ed imponendo l’uguaglianza delle spinte dinamiche per il posizionamento del
risalto [49,129].
Il dominio di calcolo è stato ripartito in 280×10 celle rettangolari, tutte di dimensioni 0.050m×

0.046m.
Infine, a conferma del ruolo determinante svolto nel caso in esame dal termine sorgente di

resistenza, è disegnato in Fig. 3.15 anche il profilo computato annullando la scabrezza [213].

3.1.6 Deviazione brusca in corrente veloce

Quest’ultimo test, che trova un interessante parallelo nel campo della dinamica dei fluidi com-
primibili [144,179,206], considera l’onda positiva obliqua [43,102,129,132,205] che si forma su un
dominio orizzontale rettangolare 40m × 20m, in assenza di resistenza, a seguito dell’interazione
tra una corrente permanente supercritica, caratterizzata da un’altezza hm = 1.0m e una velocità
um = 8.57m/ s (per un numero di Froude Frm = 2.74), ed una parete solida free-slip convergente
che individua un angolo α = 8.95◦ con la direzione x del flusso indisturbato [38,124].
Tale onda, coincidente con una linea di disturbo inclinata di un angolo β rispetto alla direzione

x, ha origine nel vertice della deviazione; attraverso di essa le caratteristiche del moto cambiano
in maniera discontinua e si assestano su un’altezza hv ed una velocità uv parallela alla parete.
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Figura 3.16: Reticolo di calcolo adottato per la descrizione di una brusca deviazione di angolo
α = 8.95◦.

Proiettando l’equazione del moto sulle direzioni ortogonale e parallela al fronte d’onda e facendo
uso dell’equazione di continuità, nell’ipotesi che sia trascurabile la componente verticale della
velocità ed idrostatica la distribuzione delle pressioni, si ottiene il sistema di relazioni [129]:

sinβ =
1

Frm

s
1

2

hv
hm

µ
1 +

hv
hm

¶
hm tanβ = hv tan (β − α)

um
uv

=
hv
hm

sin (β − α)

sinβ

, (3.3)

che consente di dedurre, noti l’angolo di incidenza α e le caratteristiche idrauliche della corrente a
monte, le seguenti uguaglianze [4, 124]: β = 30◦, hv = 1.5m e uv = 7.9556m/ s. In più il numero
di Froude della corrente in arrivo è sufficientemente maggiore di uno in relazione all’entità della
deviazione affinché l’onda sia a fronte ripido [129]:

Frm · sinβ = 1.37 & 1.28; (3.4)

poiché Frv = 2.07 > 1.0, il flusso a valle si conserva supercritico.
Al dominio di calcolo è stato sovrapposto un insieme di 80 × 40 elementi quadrangolari orga-

nizzati secondo la mesh strutturata non cartesiana riportata in Fig. 3.16. Sulle frontiere destra
(x = 40m) e superiore (y = 20m) sono state imposte condizioni al contorno di tipo assorbente [124],
mentre a quella sinistra (x = 0m) sono stati assegnati contemporaneamente una portata specifica
di 8.57m2/ s ed un livello idrico pari ad 1.0m. Al numero di Courant è stato attribuito il valore
di 0.45.
La Fig. 3.17 mostra l’abilità del metodo SLIC a valutare appropriatamente l’angolo di Mach β

e le grandezze idrauliche a valle dello shock.
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Figura 3.17: Corrente veloce (Frm = 2.74) in regime permanente che subisce una deviazione di
α = 8.95◦: mappe a curve di livello calcolate a) per l’altezza idrica (in m) e b) per il modulo della
velocità (in m/ s). In tratteggio il fronte d’onda analitico.

3.2 Confronto con casi di laboratorio

Per ottenere una prova aggiuntiva dell’affidabilità della tecnica numerica “alle acque basse” che
accoppia al metodo SLIC una procedura frazionata e semi-implicita di gestione dei termini forzanti
di pendenza e resistenza, tale modello è stato utilizzato per simulare due distinti flussi bidimen-
sionali rapidamente variati conseguenti a dam-break, sui quali sono state condotte campagne per
l’acquisizione di dati sperimentali.
La comparazione tra le previsioni formulate dal codice ed i risultati delle indagini di laboratorio

permette di valutare l’applicabilità del metodo a casi di pratico interesse in cui il campo di moto
sia reso particolarmente complesso dalla presenza di ostacoli insormontabili, asperità topografiche,
aree inizialmente asciutte, ecc. [33,42,66,70].



CAPITOLO 3. VALIDAZIONE DEI CODICI DI CALCOLO 79

 

2.39 m 3.92 m

1.50 m

0.495 m

2.
92

 m
 

0.445 m

2.
44

 m
 

G1 G2 G3 G4

G6 

G5

 G1 G2 G3 G4 G5 G6 
x (m) 1.19 2.74 4.24 5.74 6.56 6.56 
y (m) 1.20 0.69 0.69 0.69 1.51 3.01 

Figura 3.18: Apparato sperimentale e posizione dei trasduttori per il Test CADAM con brusca
deviazione a 90◦.

3.2.1 Test CADAM relativo a brusco cambiamento di direzione a 90◦

Tale indagine sperimentale, promossa nell’ambito del progetto europeo CADAM (Concerted
Action on DAm-break Modelling) [72], è stata svolta presso il Dipartimento di Ingegneria Civile
dell’Università Cattolica di Louvain (Belgio) [72—75] su un canale a sezione rettangolare di larghezza
B pari a 0.495m, lungo complessivamente 7.6m (Fig. 3.18), avente fondo in acciaio (dal coefficiente
di scabrezza di Manning nf = 0.0095m s−1/3) e pareti in vetro (np = 0.0195m s−1/3) [73]. Tale
canale, ottenuto dalla connessione a 90◦ di due tronchi di lunghezza diversa per realizzare una
brusca variazione di direzione, risulta aperto nella sezione terminale e collegato a monte ad un
serbatoio avente dimensioni di 2.44m× 2.39m e fondo orizzontale collocato ad una quota inferiore
di 0.33m rispetto a quella del fondo del canale. Inizialmente il canale è asciutto ed il serbatoio
occupato da una massa idrica in quiete di altezza pari a 0.53m.
All’atto della pressoché istantanea rimozione della paratia interposta tra canale ed invaso a

monte, un’onda di sommersione avanza rapidamente raggiungendo il gomito a 90◦ dopo circa 3 s.
Mentre la riflessione contro la parete ortogonale all’asse del primo tronco origina un’onda di shock
che risale verso il serbatoio, raggiungendolo dopo poco più di 15 s dall’inizio del fenomeno, la massa
d’acqua che prosegue nel tratto a valle subisce molteplici riflessioni sulle pareti solide, evidenziando
nette strutture bidimensionali dette cross-waves [7].
In corrispondenza di sei stazioni di misura Gi (i = 1, ..., 6), cinque delle quali distribuite lungo

l’asse del canale ed una (G1) posizionata nel serbatoio (Fig. 3.18), è stata rilevata sperimentalmente
l’evoluzione temporale dei livelli idrici.
La simulazione numerica [10] è stata condotta suddividendo il campo di moto in elementi

quadrati di lato pari a 1.5 cm ed attribuendo al fondo un indice di scabrezza diManning n funzione
della profondità idrica h secondo l’espressione:

n =

Ã
2h n

3/2
p +B n

3/2
f

B

!2/3
, (3.5)
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che si ricava dalla formula di Einstein [48,73] sopprimendo il contributo proveniente dalla porzione
sommersa delle pareti al calcolo del perimetro bagnato che compare al denominatore. Poiché
le pareti laterali sono state modellate come contorni solidi riflettenti che non introducono effetti
resistivi sul moto, questo espediente consente di computare in maniera semplificata la crescente
influenza esercitata dalle pareti del canale all’aumentare di h. Inoltre non è stato introdotto alcun
effetto concentrato di perdita energetica in corrispondenza del brusco cambiamento di direzione.
Ugualmente non è stato simulato il gradino di 0.33m che congiunge il fondo del canale al fondo del
serbatoio, con l’evidente conseguenza che le celerità di propagazione delle perturbazioni nell’invaso
siano da intendersi nettamente sottostimate, determinando un’imprecisa ricostruzione dei fenomeni
che si verificano al suo interno durante il processo di svuotamento. Una condizione di tipo trasmis-
sivo è stata infine imposta sulla sezione finale di valle al termine di un prolungamento fittizio del
canale a forte pendenza, finalizzato ad indurre lo stabilirsi dello stato critico sul cambiamento di
pendenza: questa modifica nella ricostruzione della conformazione geometrica dell’istallazione di
laboratorio è decisiva per imitare una caduta libera all’estremità di valle e per poter applicare cor-
rettamente una condizione al bordo di tipo far-field compatibile con il carattere cinematico della
corrente in uscita (veloce) [7].
In Fig. 3.19 sono rappresentati, a titolo di esempio, alcuni risultati ottenuti dal calcolo trascorsi

7 s dalla rimozione del sistema di ritenuta [74].
Infine in Fig. 3.20 gli idrogrammi calcolati vengono accostati a quelli osservati per ognuno dei

punti di indagine. Il confronto è soddisfacente anche per le stazioni collocate in prossimità del
gomito. Infatti:

• gli andamenti relativi alla stazione G1 sono sostanzialmente sovrapposti nonostante non sia
stata fedelmente riprodotta la transizione altimetrica tra fondo del serbatoio e fondo del
canale;

• l’arrivo dei fronti di bagnamento è ottimamente colto in ogni punto di misura, così come è
ben simulata l’onda di shock che risale verso il serbatoio; tuttavia un leggero ritardo nella
collocazione temporale dello shock stesso è presente per la stazione G4;

• nella posizione G2 sono riscontrabili una sottostima delle altezze idriche nel periodo iniziale
del fenomeno ed una sovrastima del ramo di discesa precedente lo shock rilevato correttamente
per t = 15 s;

• nella stazione G5, ove si risente in maniera considerevole del disturbo arrecato dalla curva,
è palese il non perfetto accordo tra altezze d’acqua calcolate e misurate nella fase terminale
dell’esperienza;

• la sovrapposizione eccellente tra risultati numerici e dati sperimentali relativi alla stazione
G6 rassicura circa la schematizzazione numerica della frontiera di valle.

D’altra parte il modello non è in grado di restituire il sistema complesso di oscillazioni secondarie
che gli idrogrammi sperimentali mettono in risalto.

3.2.2 Test IMPACT relativo ad ostacolo isolato

Questo caso è stato proposto nell’ambito del progetto di ricerca europeo IMPACT (Investigation
of extreMe flood Processes And unCertainTy) con il duplice intento di fornire dati sperimentali
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Figura 3.19: Risultati numerici per t = 7.0 s relativi al Test CADAM con brusca deviazione a
90◦: a) mappa a curve di livello per l’altezza idrica (in m), b) dettaglio del campo di velocità in
corrispondenza del gomito.
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Figura 3.20: Test CADAM relativo a brusca deviazione a 90◦: confronto tra idrogrammi
sperimentali ed idrogrammi numerici.
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Figura 3.21: Apparato sperimentale per il Test IMPACT relativo ad ostacolo isolato (dimensioni
in cm).

Vertice x (m) y (m)

B1 3.40 −0.05
B2 3.76 −0.23
B3 4.11 0.49
B4 3.75 0.67

Tabella 3.3: Coordinate dei quattro vertici dell’ostacolo per il Test IMPACT.

utili a testare i codici di calcolo sviluppati dagli enti partecipanti al gruppo di lavoro e di indagare
l’effetto esercitato da un ostacolo isolato su un’onda di dam-break. L’indagine di laboratorio è stata
effettuata presso il Dipartimento di Ingegneria Civile dell’Università Cattolica di Louvain [76] in
un canale disposto orizzontalmente di 3.60m di larghezza, lungo 35.80m, del quale una parte di
estremità lunga 6.90m è stata destinata a serbatoio (Fig. 3.21). Alla distanza di 3.40m rispetto
al paramento di valle dello sbarramento, frontalmente rispetto alla paratia (larga 1.00m), è stato
collocato, a formare un angolo di 64◦ con l’asse del canale, un ostacolo insormontabile di forma
parallelepipeda a base rettangolare 0.80m × 0.40m, i cui vertici hanno le coordinate riportate in
Tab. 3.3 nel sistema di riferimento evidenziato in Fig. 3.21. Dati sperimentali sono stati acquisiti
per una durata complessiva di 30 s in sei stazioni di misura, cinque delle quali (Gi, i = 1, ..., 5)
concentrate nei pressi dell’ostacolo: le relative coordinate sono raccolte in Tab. 3.4.
La configurazione iniziale prevede un livello idrico di 40 cm all’interno del serbatoio ed un velo

d’acqua di spessore pari ad 1 cm a valle. In seguito alla repentina rimozione del sistema di ritenuta
(per t = 0 s), un’onda a fronte ripido si espande rapidamente verso valle raggiungendo l’ostacolo
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Punto x (m) y (m)

G1 2.65 1.15
G2 2.65 −0.60
G3 4.00 1.15
G4 4.00 −0.80
G5 5.20 0.30
G6 −1.87 1.10

Tabella 3.4: Coordinate dei punti di misura dell’altezza idrica per il Test IMPACT.

dopo circa 2 s; la dinamica del fenomeno ne risulta pesantemente condizionata, sia localmente che
in una zona di una certa estensione a valle: un risalto idraulico si stabilisce a monte dell’ostacolo ed
immediatamente a valle si genera una scia di ricircolo esaurita la quale il flusso tende a diventare
monodimensionale (Fig. 3.22).
La modellazione numerica di questo severo test è stata compiuta adottando lo schema bidi-

mensionale “alle acque basse” basato sul metodo SLIC a due distinte mesh, entrambe di tipo
strutturato: la prima, cartesiana, è costituita da 716 × 72 elementi quadrati identici di lato
∆x = ∆y = 0.05m; la seconda, non cartesiana, un dettaglio della quale nella zona dell’ostacolo è
riprodotto in Fig. 3.23, è organizzata in modo da adattare 73944 celle quadrangolari alla geometria
del problema [9]. Sono state imposte condizioni al contorno riflettenti free-slip in corrispondenza
delle pareti solide, trascurando di fatto gli effetti resistivi introdotti dalle pareti laterali del canale e
dall’ostacolo; sulla sezione estrema di valle (distante circa 29m dallo sbarramento) è stata applicata
sia una condizione al bordo di tipo riflettente che trasmissivo per avere prova della sua ininfluenza
sulla struttura del flusso in vicinanza dell’ostacolo nel corso dei 30 s di osservazione [76]. Inoltre
è stato suggerito [76] di assegnare al fondo del canale un indice di scabrezza di Manning pari a
0.01m s−1/3.
In Fig. 3.24 si presenta il confronto tra idrogrammi numerici e sperimentali per l’altezza idrica

nei sei punti di misura:

• alla stazione G1 l’andamento della profondità idrica è ben simulato dallo schema che opera su
reticolo non cartesiano, se si fa eccezione per due brevi periodi a cavallo degli istanti t = 5.0 s
e t = 22.5 s in cui sembra risentirsi della difficoltà di localizzazione spaziale delle strutture
indotte sul campo di moto dall’ostacolo e dalle pareti laterali;

• questo problema è ancor più evidente nella stazione G2 dove il trend sembra essere ben
riprodotto fino all’istante t = 12.5 s (benché appaia leggermente sovrastimata l’altezza del-
l’onda di shock originata dal dam-break); successivamente, il fatto che solo il codice applicato
alla griglia cartesiana riesca a cogliere, seppur differito nel tempo, il passaggio del punto G2
alla zona in cui vige una condizione di corrente subcritica (Fig. 3.22), segnala un’imprecisa
modellazione dell’evoluzione temporale e della conformazione spaziale (in realtà fortemente
influenzata dalla scabrezza) del risalto idraulico a monte dell’ostacolo;

• nella stazione G3 sia l’altezza dell’onda conseguente al rapido rilascio che le altezze idriche
nei 5 s successivi al suo arrivo risultano lievemente sovrastimate; inoltre solo il processo di
calcolo su mesh cartesiana sembra interpretare la tendenza dei livelli alla crescita a partire
dall’istante t = 25.0 s;
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Figura 3.22: Test IMPACT relativo ad ostacolo isolato: dettaglio a) della mappa delle altezze
idriche (in m), b) del campo di velocità, all’istante t = 20.0 s.
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Figura 3.23: Dettaglio della griglia strutturata non cartesiana adottata nei pressi dell’ostacolo.

• per la stazione G4, nella fase iniziale dell’acquisizione (3 s < t < 5 s), la responsabilità della
netta discordanza tra dati sperimentali e predizioni formulate dai codici di calcolo impiegati
è da attribuire nuovamente all’incapacità di questi ultimi a posizionare correttamente le
complesse strutture del moto; a seguire gli idrogrammi numerici sono in accettabile accordo
con quello misurato, anche in corrispondenza della debole risalita che si verifica per t = 14.0 s;

• la stazione G5, collocata ai limiti estremi della scia provocata dall’ostacolo nella zona dove si
assiste al ricongiungimento delle due correnti supercritiche che lo aggirano (Fig. 3.22), offre
dati empirici molto oscillanti che il calcolo non riproduce in maniera soddisfacente;

• nella stazione G6, situata all’interno del serbatoio, i risultati computazionali interpretano
ottimamente i dati di laboratorio; tuttavia la pendenza trasversale sui bordi laterali del
canale introduce un disturbo di carattere numerico che turba la persistenza dello stato di
quiete precedentemente all’arrivo della testa dell’onda di rarefazione.

Se il flusso indagato si rivela particolarmente instabile in prossimità dell’ostacolo, mostrando
oscillazioni secondarie ad alta frequenza (Fig. 3.24) probabilmente ascrivibili all’interferenza di
molteplici riflessioni sulle pareti del canale, i risultati del calcolo, per contro, appaiono smooth.
Inoltre il sistematico ritardo con cui viene simulato nelle stazioni Gi (i = 1, ..., 5) l’arrivo del
fronte iniziale, unitamente al ritardo con cui l’onda di depressione numerica si risente nel punto di
misura G6, induce ad avanzare l’ipotesi che sussista uno shift, quantificabile in 0.5 s circa, tra le
origini temporali sperimentale e numerica.
In Fig. 3.25 si pongono a confronto le distribuzioni di velocità misurate e calcolate per gli

istanti t = 1.0 s, t = 5.0 s e t = 10.0 s: nonostante le misurazioni siano abbastanza disperse, si può
osservare come i risultati numerici ricostruiscano con buona accuratezza sia qualitativamente che
quantitativamente le caratteristiche principali del moto.
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Figura 3.24: Test IMPACT relativo ad ostacolo isolato: confronto tra idrogrammi sperimentali e
numerici ottenuti sia su reticolo strutturato non cartesiano che su griglia cartesiana.
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Figura 3.25: Mappe del modulo della velocità (in m/ s) per il Test IMPACT agli istanti: a)
t = 1.0 s, b) t = 5.0 s, c) t = 10.0 s; confronto tra dati sperimentali (a sinistra) e risultati numerici
(a destra) ottenuti mediante codice numerico applicato a griglia cartesiana.



Capitolo 4

Le esperienze di laboratorio

In quest’ultimo capitolo si descrivono le fasi e si discutono i risultati di un’indagine di labo-
ratorio finalizzata ad investigare il moto a superficie libera, bidimensionale e rapidamente vario,
conseguente alla rapida rimozione di un sistema di ritenuta ed eventualmente condizionato dalla
presenza di un ostacolo (sormontabile o insormontabile).
Informazioni quantitative sulla distribuzione della profondità idrica nell’area di interesse sono

state dedotte mediante tecnica colorimetrica [33, 164] applicata ad immagini acquisite con foto-
camera digitale. A conoscenza dello scrivente, questa tecnica è stata adottata per la prima volta
da Braschi et al. [33] e, a differenza delle metodologie classiche che restituiscono misurazioni su
un numero limitato di punti sperimentali, si presta bene a ricostruire globalmente il fenomeno
indagato sull’intero campo di moto.
Tale sperimentazione ha permesso di fornire test, da aggiungere ai molteplici reperibili in let-

teratura, [7, 11, 12, 17, 21, 34, 70—73, 76, 95, 189] utili per verificare la capacità dei codici numerici
a simulare rapidi transitori bidimensionali in applicazioni realistiche ed in presenza di batimetrie
irregolari.
Largo spazio viene dedicato, infine, alla presentazione dei confronti tra i risultati delle prove

sperimentali e le previsioni formulate da due dei codici numerici ai volumi finiti descritti nel Cap. 2.

4.1 L’apparato sperimentale

L’apparato sperimentale (Fig. 4.1), realizzato presso il laboratorio di Idraulica dell’Università
degli Studi di Parma, è costituito da una vasca rettangolare in Plexiglas trasparente, a fondo piano
e orizzontale, suddivisa in due parti da due setti: la prima, di dimensioni più limitate, svolge la
funzione di serbatoio, la seconda, più estesa, è destinata ad essere interessata dall’onda generata
dalla rapida rimozione di un sistema di ritenuta (Figg. 4.2 e 4.3).
Tale dispositivo consta di una paratoia in alluminio, di 3mm di spessore, avente forma trapezia

per migliorare le prestazioni di tenuta ed agevolarne il sollevamento. Essa è alloggiata in due
fenditure ricavate nei setti divisori ed è movimentata da un pistone pneumatico, ad azionamento
controllato manualmente con valvola a leva, il quale realizza una corsa complessiva di 20 cm in un
intervallo di tempo stimato in soli 8 centesimi di secondo da ripresa video a 50 frames/ s.
Per riprodurre schematicamente l’effetto indotto sui fenomeni di allagamento dalle complessità

geometriche delle topografie reali, un test è stato condotto posizionando asimmetricamente nel-

89
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Figura 4.1: Immagine fotografica dell’apparato sperimentale.

la zona inondabile un ostacolo (Figg. 4.2 e 4.4), sempre in Plexiglas trasparente, di dimensioni
(Figg. 4.5 - 4.6) tali da consentirne il sormonto da parte dell’onda di sommersione ed allo stesso
tempo tali da influenzare significativamente lo sviluppo del fenomeno; un secondo test ha permesso
di indagare gli effetti di un ostacolo ligneo insormontabile (Figg. 4.3 e 4.7), di forma parallelepipeda
e dimensioni planimetriche 30 cm × 15 cm, in grado di causare un sensibile disturbo al campo di
moto.
L’area di interesse a valle della zona d’invaso è stata illuminata dal basso (Figg. 4.2 e 4.3) con

lampade fluorescenti in grado di emettere una luce fredda dalla temperatura di colore pari a 6500K
e di garantire una distribuzione abbastanza uniforme dell’intensità luminosa; per incrementare
l’uniformità di illuminazione, una sottile lastra opalina in Plexiglas è stata interposta tra l’impianto
illuminante e la lastra di fondo della vasca.
Informazioni colorimetriche [8, 22, 33, 164] sono state ottenute disperdendo nella massa idrica

una fissata quantità di colorante (blu di metilene). Una ripresa fotografica dei fenomeni oggetto
di indagine, limitatamente alla zona retroilluminata, è stata eseguita mediante fotocamera reflex
digitale (Canon EOS 10D), ad ottica zoom, con sensore CMOS ad alta sensibilità di dimensioni
22.7mm × 15.1mm. La risoluzione ottenuta in formato RAW a 12 bit per pixel risulta pari a
3072 × 2048 pixel. La frequenza di acquisizione in modalità di scatto continuo è di 3Hz per un
massimo di 9 fotogrammi; a seguire, il riempimento del buffer consente lo scatto ogni 1.8 s circa.
La stessa fotocamera, controllata da calcolatore a mezzo di interfaccia USB e software di scatto
remoto, è stata posizionata ad un’altezza pari a 2.87m circa rispetto al fondo della vasca su un
supporto regolabile finemente per conseguire approssimativamente la verticalità dell’asse ottico ed
il suo allineamento con il centro della zona allagabile.
Per associare un’informazione temporale alle fotografie acquisite dalle prove sperimentali, è

stato inserito nel campo ripreso un cronometro digitale a led rossi con scansione al centesimo di
secondo, sincronizzato al sollevamento della paratia tramite un segnale elettrico di trigger generato
dal cambiamento di stato di un interruttore.
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Figura 4.4: Posizionamento dell’ostacolo sormontabile.
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Figura 4.5: Sezione longitudinale media dell’ostacolo sormontabile (dimensioni in cm).
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Figura 4.6: Sezione trasversale dell’ostacolo sormontabile (dimensioni in cm).
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Figura 4.7: Posizionamento dell’ostacolo insormontabile.

Test Livello idrico iniziale
nel serbatoio (m)

Livello idrico iniziale a
valle (m)

Ostacolo

1 0.15 0.00 Assente
2 0.15 0.01 Assente
3 0.15 0.00 Sormontabile
4 0.15 0.00 Insormontabile

Tabella 4.1: Caratteristiche principali dei test sperimentali.

L’indagine è stata completata da misure puntuali di livello idrico effettuate con trasduttore
ultrasonico di tipo piezoelettrico (Banner Q45UR) collocato nei pressi della parete longitudinale
(x ' 1.647m, y ' 0.022m), fuori dalla proiezione prospettica dell’area retroilluminata.
Nel seguito si riportano i risultati delle prove di laboratorio eseguite, le cui caratteristiche sono

riassunte in Tab. 4.1.

4.2 La tecnica di acquisizione

I campi di altezze idriche ad istanti noti, relativi alle prove documentate in Tab. 4.1, sono stati
rilevati scattando fotografie della zona di indagine (Figg. 4.8 - 4.9), una volta dispersa nella massa
idrica una certa quantità di colorante (blu di metilene) per ottenere una soluzione dall’intensità di
colore crescente con la profondità. Le immagini RAW, acquisite in spazio colore Adobe RGB, sono
state prima convertite in formato TIFF a 8 bit per pixel, evitando l’applicazione di algoritmi di
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Figura 4.8: Fotografia relativa al Test 3 scattata all’istante t = 4.77 s.

compressione e di filtri di sharpness, e successivamente in scala di grigi (da 0 per nero puro a 255
per bianco puro).
E’ stato così possibile stimare indirettamente la profondità idrica nell’area inondabile avendo

preliminarmente ricavato per ogni pixel, da una procedura di calibrazione spaziale, la relazione tra
tono di grigio e tirante. Tale procedimento è stato ripetuto per ogni prova scattando una serie
di fotografie della zona retroilluminata sommersa da massa idrica colorata in quiete per altezze
d’acqua progressivamente decrescenti da 15 a 1 cm (Fig. 4.10). In questa fase le altezze sono
state misurate per mezzo del citato trasduttore ultrasonico in corrispondenza di un punto indice
di coordinate x ' 1.647m e y ' 0.022m; la principale causa di errore è costituita dal fatto di
aver trascurato lo stato deformativo della vasca, per di più dipendente dalla quantità d’acqua
contenuta. Tutto ciò è stato messo in atto nel tentativo di ovviare agli effetti di disturbo locale
indotti da una non perfetta uniformità di illuminazione, dal comportamento ottico dell’ostacolo
sormontabile (se presente), dalla vignettatura introdotta dall’ottica dell’obiettivo e dalle svariate
cause di non ripetibilità riscontrabili (luminosità ambiente, imprecisioni nella titolazione dell’acqua
col tracciante e nel posizionamento della fotocamera, ecc.). Tre curve di trasferimento tipo appaiono
in Fig. 4.11: si noti come la risoluzione della procedura di valutazione delle altezze d’acqua dai
toni di grigio sia alta (errore medio di circa 0.2mm) per piccole profondità (si registra infatti
una variazione di 55-60 toni di grigio tra 0 e 1 cm), mentre decresca considerevolmente (errore
medio pari a circa 3mm) per profondità maggiori (approssimativamente 6 toni tra 13 e 15 cm). Ad
un’incertezza relativa sulla stima delle altezze d’acqua del 2% circa, si sommano errori di ripetibilità
che, causando differenze di uno, o al massimo due, toni di grigio in corrispondenza di uno stesso
pixel in fotografie scattate a parità di condizioni, introducono incertezze relative pari al 2-4%.
Tale tecnica colorimetrica è del tutto non invasiva e si è dimostrata utile a restituire informazioni

quantitative ad alta risoluzione spaziale sull’intera area di interesse [8,33,164] e vantaggiosa, rispet-
to a misurazioni puntuali localizzate in poche posizioni, al fine di cogliere le complesse strutture
mobili originate da interferenze e riflessioni di onde. La concentrazione del tracciante (pari a
12.5 g/m3 circa) e i valori dei parametri di esposizione (impostati come da Tab. 4.2) sono stati
scelti in modo da poter disporre di un intervallo di toni di grigio il più ampio possibile; l’altezza
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Figura 4.9: Fotografia relativa al Test 4 scattata all’istante t = 2.51 s.

Lunghezza focale c 24mm
Apertura del diaframma 2.8f
Tempo di otturazione 0.01 s
Sensibilità del sensore ISO 100
Temperatura di colore 5200K
Spazio colore Adobe RGB

Tabella 4.2: Impostazioni dei parametri di scatto.

dell’ostacolo parallelepipedo (uguale a 15 cm) è tale da impedire il sormonto da parte dell’onda di
sommersione e da limitare al minimo l’estensione dell’attigua zona di ombra.
All’immagine riferita ad un sistema cartesiano ortogonale FC, ξ, η, solidale all’elemento sensibile

(Fig. 4.12), calibrati mediante procedura automatica [65] i parametri di orientamento interno della
fotocamera (Tab. 4.3), è stata poi applicata la trasformazione seguente per la modellazione non
bilanciata delle distorsioni radiale e decentrata provocate dall’ottica [65]:

ξc = ξ + drξ + dpξ, ηc = η + drη + dpη, (4.1)

dove le componenti della correzione della distorsione radiale valgono:

drξ = (ξ − ξ0) (1 + dr) , drη = (η − η0) (1 + dr) , (4.2)

con:

dr = k1r
2 + k2r

4, r2 = (ξ − ξ0)
2 + (η − η0)

2 , (4.3)

mentre quelle della distorsione decentrata valgono:
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Figura 4.10: Immagini fotografiche utilizzate in fase di calibrazione spaziale durante il Test 4.
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Figura 4.11: Esempi di funzioni di conversione tono di grigio-altezza d’acqua per pixel centrale,
pixel di bordo e pixel posizionato sull’ostacolo sormontabile.

dpξ = p1
£
r2 + 2 (ξ − ξ0)

¤2
+ 2p2 (ξ − ξ0) (η − η0) ,

dpη = p2
£
r2 + 2 (η − η0)

¤2
+ 2p1 (ξ − ξ0) (η − η0) .

(4.4)

Per la ricostruzione della proiezione ortogonale del campo di altezze idriche sul piano xy solidale
all’apparato sperimentale (Fig. 4.2) a partire da un’immagine fotografica, cioè da una proiezione
prospettica, si è fatto ricorso, una volta stimati gli stessi tiranti z per ogni pixel ed i parametri di
orientamento esterno della fotocamera (Tab. 4.4), alle equazioni di collinearità [107], che traducono
analiticamente l’allineamento (Fig. 4.12) tra centro di presa O (x0, y0, z0), punto immagine P 0(ξ, η)
e punto oggetto P (x, y, z):

x = x0 + (z − z0)
r11(ξ − ξ0) + r12(η − η0)− r13c

r31(ξ − ξ0) + r32(η − η0)− r33c
,

y = y0 + (z − z0)
r21(ξ − ξ0) + r22(η − η0)− r23c

r31(ξ − ξ0) + r32(η − η0)− r33c
.

(4.5)

Nelle (4.5) i fattori rij (i, j = 1, 2, 3) indicano gli elementi della matrice di rotazione R del
sistema a cui sono riferiti i punti immagine rispetto a quello dei punti oggetto (Figg. 4.12 e 4.13):

R =

 cosϕ cosκ − cosϕ sinκ sinϕ
cosω sinκ+ sinω sinϕ cosκ cosω cosκ− sinω sinϕ sinκ − sinω cosϕ
sinω sinκ− cosω sinϕ cosκ sinω cosκ+ cosω sinϕ sinκ cosω cosϕ

 . (4.6)
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Lunghezza focale stimata c 24.434mm
Dimensioni stimate del sensore L = 22.6547mm H = 15.1000mm
Coordinate del punto principale PP ξ0 = 11.2166mm η0 = 7.5097mm
Parametri di distorsione radiale k1 = 2.099 · 10−4mm−2 k2 = −1.029 · 10−6mm−4
Parametri di distorsione decentrata p1 = 4.675 · 10−5mm−1 p2 = −1.600 · 10−5mm−1

Tabella 4.3: Parametri di orientamento interno della fotocamera.

Coordinate oggetto del centro di presa O x0, y0, z0
Angoli di rotazione del sistema “immagine” rispetto
a quello “oggetto” (positivi se antiorari)

primario ω, secondario ϕ,
terziario κ

Tabella 4.4: Parametri di orientamento esterno della fotocamera.

La valutazione dei parametri di orientamento esterno della macchina (Tab. 4.4), che definiscono
la posizione e l’assetto della stessa rispetto al sistema di coordinate oggetto, è stata effettuata
risolvendo un sistema non lineare di sei equazioni (le (4.5)) in sei incognite (x0, y0, z0, ω, ϕ, κ),
note le coordinate oggetto e ricavate le relative coordinate immagine di tre punti di appoggio non
allineati. Tali coordinate oggetto sono state fissate in seguito a procedura di compensazione di
una serie di misure plano-altimetriche ridondanti relative ad un quadrilatero i cui vertici sono stati
materializzati sull’apparato sperimentale con opportuni segnali.
La risoluzione conseguibile nel sistema di coordinate immagine è pari alla dimensione del pixel

(7.4µm circa); con fattore di ingrandimento z0/c ' 120, essa comporta una risoluzione nel sistema
di coordinate oggetto, in corrispondenza del fondo della vasca (z = 0m), di circa 1mm.
La stima delle coordinate x e y dalle (4.5), considerando preponderanti gli errori commessi nella

valutazione di z, è affetta dall’incertezza relativa massima in prossimità dei bordi:

δ (x− x0)

|x− x0| '
L

2c

δ (z − z0)

|z − z0| ' 2.5%,

δ (y − y0)

|y − y0| '
H

2c

δ (z − z0)

|z − z0| ' 1.6%,
(4.7)

dove δ (x− x0), δ (y − y0) e δ (z − z0) rappresentano le incertezze delle variabili (x− x0), (y − y0) e
(z − z0) rispettivamente. Inoltre, viste le modeste altezze d’acqua in gioco, ai fini della ricostruzione
delle ortofoto è stato ritenuto trascurabile l’effetto della rifrazione all’interfaccia aria-acqua.
Per ovviare al disturbo introdotto in vicinanza dei contorni dalle riflessioni anomale dei raggi

luminosi sulle pareti di bordo, si è provveduto ad annerirle internamente, determinando di fatto
una diminuzione dell’estensione del campo retroilluminato tanto più sensibile quanto maggiore è
l’altezza d’acqua in adiacenza ai bordi stessi. Altra fonte di errore è costituita dall’intrappola-
mento di bolle d’aria nella massa idrica: se quelle di dimensioni minori risultano impercettibili
alla risoluzione dell’acquisizione fotografica, quelle maggiori si distinguono per un tono di colore
decisamente più intenso sui contorni che darebbe luogo ad una stima inattendibile della profondità
idrica. Per tale ragione, valutazioni di h superiori a quella inizialmente presente nel serbatoio
(15 cm) sono state ritenute erronee e pertanto trascurate.
Infine, i dati sperimentali ottenuti sono stati interpolati su griglia cartesiana cell-centered ad

elementi quadrati di lato 5mm, perfettamente sovrapponibile a quella numerica limitatamente alla
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zona di interesse. Per ogni centro di griglia si è valutata l’altezza d’acqua applicando la legge di
interpolazione:

ez =
NX
i=1

zi
d2i

NX
i=1

1

d2i

(4.8)

ad N dati rintracciati in una regione delimitata da una circonferenza di raggio pari ad 1 cm e
caratterizzati da altezza d’acqua zi e da distanza di dal nodo in esame; quest’ultimo, in mancanza
di un numero sufficiente di informazioni utili per interpolare un valore ragionevole, viene omesso.
In definitiva, la procedura delineata [8, 22], pur essendo affetta da imprecisioni imputabili alla

stima indiretta delle altezze d’acqua, soprattutto in presenza di forti gradienti e di bolle d’aria ed in
vicinanza delle pareti, consente tuttavia di ricostruire globalmente gli aspetti rilevanti dei fenomeni
indagati, riconoscendone in maniera abbastanza accurata le strutture e le forme peculiari.
Come già sottolineato, un trasduttore ultrasonico di distanza è stato collocato in prossimità di

una parete longitudinale della vasca (x ' 1.627m, y ' 0.022m) ad un’altezza di 21 cm rispetto al
fondo. Tale sensore, come si è riscontrato nelle specifiche tecniche fornite dalla casa costruttrice,
è sensibile alla presenza di un bersaglio a distanza compresa tra 5 e 25 cm, restituisce in uscita un
segnale analogico in tensione nel range 0÷10V e garantisce una risoluzione relativa pari allo 0.2%.
La curva di calibrazione è sostanzialmente lineare e risponde, come si è appurato da preliminare
fase di taratura dello strumento, all’equazione:

δ ( cm) = 1.995 ·∆V (V) + 25.245, (4.9)

in cui δ simboleggia la distanza (in cm) del bersaglio e ∆V la differenza di potenziale (in V)
acquisita; l’errore di linearità è uguale a ±2mm. Tramite convertitore analogico-digitale il segnale
è stato campionato con frequenza di 100Hz.

4.3 I risultati

Le esperienze di laboratorio presentate sono state simulate numericamente su PC con processore
AMD Athlon 1900 per mezzo dei codici di calcolo di tipo MUSCL-Hancock illustrati nel Cap. 2:
per le prime tre si è fatto uso del metodo SLIC, mentre per il Test 4 ci si è avvalsi del solutore
approssimato HLLC del problema di Riemann ai fini del calcolo dei flussi numerici intercella.
Il dominio computazionale è stato descritto mediante discretizzazione cartesiana cell-centered

ad elementi quadrati di lato 5mm (per complessivi 124800 elementi). L’intervallo temporale di ag-
giornamento delle variabili incognite è controllato dall’estensione bidimensionale della condizione di
stabilità lineare di Courant-Friedrichs-Lewy, nella quale il numero di Courant è stato posto uguale
a 0.475. Condizioni al contorno riflettenti sono state imposte sui contorni. Infine, il coefficiente
di resistenza di Manning per il fondo in Plexiglas è stato assunto pari a 0.007 sm−1/3 in seguito
a procedura iterativa di calibrazione finalizzata ad indurre, nella simulazione numerica relativa al
Test 1, un arrivo del fronte di bagnamento sulla parete di fondo sincrono rispetto a quello rilevato
nella corrispondente esperienza.
Alcuni risultati numerici sono restituiti a titolo di esempio nelle Figg. 4.14 - 4.15.
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Figura 4.14: Risultati numerici relativi al Test 3 all’istante t = 4.77 s : a) mappa delle altezze
idriche (in m), b) campo di velocità.
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Figura 4.15: Risultati numerici relativi al Test 3 all’istante t = 4.77 s : a) mappa del modulo della
velocità (in m/ s), b) mappa del numero di Froude (con indicata la linea per Fr = 1).
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Le figure dalla 4.16 alla 4.27 pongono a confronto, per i quattro test di laboratorio in oggetto,
le mappe sperimentali e numeriche delle profondità idriche relative all’area indagata per diversi
istanti temporali. Si osservi come appaiano annerite le regioni nei pressi dei bordi delle immagini
in cui non è stato possibile interpolare un valore attendibile di altezza idrica per la presenza delle
pareti fisiche della vasca o dell’ostacolo insormontabile; tali regioni risultano ovviamente più estese
all’aumentare dell’altezza d’acqua. Analogamente sono state annerite le aree in corrispondenza
delle quali anomale riflessioni (ascrivibili alla presenza di bolle d’aria o di forti pendenze della
superficie libera) hanno condotto ad una stima del tirante idrico ritenuta non veritiera (superiore
al livello statico iniziale nel serbatoio).
Dalle immagini menzionate si può apprezzare come vengano ben riprodotte dai modelli numerici

la posizione e la forma delle onde di sommersione e delle onde di shock, sia conseguenti a rapido
rilascio su letto bagnato, sia originate dalla riflessione contro le pareti laterali, quelle dell’ostacolo
e la parete di fondo. Le differenze più significative sono riconducibili agli aspetti del fenomeno
che non sono stati simulati numericamente, quali principalmente gli effetti della turbolenza e della
tensione superficiale; in più al contatto con i bordi laterali del campo di moto non è stato modellato
lo strato limite di parete.
In particolare, le figure inerenti il Test 3 mostrano come l’ostacolo sormontabile eserciti un

moderato condizionamento sul flusso idrico; le complesse strutture che si formano, soprattutto
quella a monte dell’ostacolo sul lato dello stesso aderente alla parete longitudinale, figurano predette
dal codice con soddisfacente accuratezza, anche se le relative dimensioni planimetriche risultano
leggermente sottostimate. Inoltre, l’elaborazione delle fotografie non elimina l’indesiderata traccia
di tale ostacolo a causa del disturbo ottico localmente introdotto dal medesimo. Le fotografie
relative al Test 4 evidenziano le caratteristiche decisamente tridimensionali dell’urto del fronte di
sommersione contro l’ostacolo insormontabile. Il campo di moto ne risulta fortemente condizionato
e sembra fedelmente riprodotto dal codice numerico, sia nello sviluppo temporale, sia nel complesso
assetto e nell’estensione delle forme principali; qualche sensibile differenza rispetto alle risultanze
sperimentali si nota nelle strutture che traggono origine dalla riflessione contro la parete di fondo.
Le Figg. 4.28 e 4.29 raffrontano, distintamente per le quattro prove eseguite, gli idrogrammi

relativi ad un punto di indagine (x = 1.6475m, y = 0.0225m) collocato in prossimità di una parete
longitudinale per evitare la presenza della sonda ultrasonica nella porzione utile delle fotografie
acquisite: gli andamenti dell’altezza idrica previsti dal codice di calcolo sono rappresentati insieme
a quelli sperimentali ottenuti dall’applicazione delle due tecniche sperimentali adottate. I dati ot-
tenuti dalle misurazioni effettuate puntualmente ad alta frequenza temporale mediante trasduttore
ultrasonico sono stati sottoposti all’azione esercitata da un filtro di media mobile ad 11 valori. È
possibile constatare un sostanziale accordo tra i risultati scaturiti dai due diversi approcci speri-
mentali, se si fa eccezione per i valori di picco registrati in corrispondenza del fronte di bagnamento
durante i Test 1, 3 e 4. Nonostante il posizionamento infelice del punto di misura disturbato dal-
la vicinanza della parete, l’andamento numerico delle altezze d’acqua riproduce abbastanza bene
quello sperimentale. Infatti il calcolo coglie con precisione l’arrivo del fronte di bagnamento per le
prove 1 e 4, accelerandolo leggermente nel Test 3; tuttavia, viene collocata leggermente anticipata
nel tempo, sistematicamente per tutte le prove e nettamente per la quarta, l’onda a fronte ripido
che risale verso monte.
In definitiva, l’esito favorevole della comparazione tra acquisizioni sperimentali e previsioni

formulate dai modelli numerici conferma l’affidabilità e la robustezza dei codici stessi a ricostruire
le caratteristiche principali dei fenomeni analizzati. Esso sembra pertanto adatto all’impiego nelle
pratiche applicazioni in cui di norma il campo di moto risulta particolarmente articolato e le ipotesi
che stanno alla base della schematizzazione matematica non sono rigorosamente soddisfatte.
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Figura 4.16: Mappe sperimentali (a sinistra) e numeriche (a destra) delle altezze idriche (in m)
per il Test 1 agli istanti t = 0.11 s, t = 0.46 s, t = 0.81 s e t = 1.16 s.
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Figura 4.17: Mappe sperimentali (a sinistra) e numeriche (a destra) delle altezze idriche (in m)
per il Test 1 agli istanti t = 1.51 s, t = 1.87 s, t = 2.22 s e t = 2.57 s.
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Figura 4.18: Mappe sperimentali (a sinistra) e numeriche (a destra) delle altezze idriche (in m)
per il Test 1 agli istanti t = 2.92 s e t = 4.77 s.
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Figura 4.19: Mappe sperimentali (a sinistra) e numeriche (a destra) delle altezze idriche (in m)
per il Test 2 agli istanti t = 0.24 s, t = 0.59 s, t = 0.94 s e t = 1.29 s.
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Figura 4.20: Mappe sperimentali (a sinistra) e numeriche (a destra) delle altezze idriche (in m)
per il Test 2 agli istanti t = 1.64 s, t = 2.00 s, t = 2.35 s e t = 2.70 s.
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Figura 4.21: Mappe sperimentali (a sinistra) e numeriche (a destra) delle altezze idriche (in m)
per il Test 2 agli istanti t = 3.05 s e t = 4.89 s.
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Figura 4.22: Mappe sperimentali (a sinistra) e numeriche (a destra) delle altezze idriche (in m)
per il Test 3 agli istanti t = 0.10 s, t = 0.46 s, t = 0.81 s e t = 1.16 s.
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Figura 4.23: Mappe sperimentali (a sinistra) e numeriche (a destra) delle altezze idriche (in m)
per il Test 3 agli istanti t = 1.51 s, t = 1.86 s, t = 2.21 s e t = 2.58 s.
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Figura 4.24: Mappe sperimentali (a sinistra) e numeriche (a destra) delle altezze idriche (in m)
per il Test 3 agli istanti t = 2.93 s e t = 4.77 s.
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Figura 4.25: Mappe sperimentali (a sinistra) e numeriche (a destra) delle altezze idriche (in m)
per il Test 4 agli istanti t = 0.40 s, t = 0.75 s, t = 1.10 s e t = 1.45 s.
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Figura 4.26: Mappe sperimentali (a sinistra) e numeriche (a destra) delle altezze idriche (in m)
per il Test 4 agli istanti t = 1.81 s, t = 2.16 s, t = 2.51 s e t = 2.86 s.
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Figura 4.27: Mappe sperimentali (a sinistra) e numeriche (a destra) delle altezze idriche (in m)
per il Test 4 agli istanti t = 3.22 s e t = 5.06 s.
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Figura 4.28: Confronto tra idrogrammi numerici e sperimentali per: a) Test 1, b) Test 2.
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Figura 4.29: Confronto tra idrogrammi numerici e sperimentali per: a) Test 3, b) Test 4.



Conclusioni

Questa dissertazione ha affrontato lo studio di fenomeni idrici bidimensionali di propagazione
di onde lunghe in regime di moto rapidamente vario.
Nell’ipotesi che le grandezze geometriche scala orizzontali siano preponderanti rispetto a quelle

verticali, tali problemi idrodinamici possono essere schematizzati mediante un sistema differenziale
di tipo iperbolico di leggi di conservazione non lineari.
Soprattutto nel campo dell’Aerodinamica, varie metodologie sono state perfezionate per la

risoluzione numerica dei problemi iperbolici ai valori iniziali e al contorno. Nella presente tesi sono
state discusse le proprietà di alcune di queste, appartenenti alla classe dei metodi ai volumi finiti
shock-capturing ad alta risoluzione; le relative prestazioni sono state successivamente verificate
per confronto con soluzioni di riferimento inerenti casi test di particolare interesse e con risultati
sperimentali ottenuti su modelli fisici di laboratorio.
Un’indagine sperimentale condotta presso il laboratorio di Idraulica dell’Università degli Studi

di Parma ha fornito ulteriori elementi di raffronto utili a confermare l’affidabilità e la robustezza dei
modelli numerici implementati. Inoltre la tecnica di acquisizione adottata, del tutto non invasiva e
consistente nell’elaborazione colorimetrica di immagini fotografiche digitali, si è dimostrata valida
ai fini della ricostruzione delle caratteristiche globali dei fenomeni indagati.
In tutti i casi presi in esame, anche in quelli ove non risultano completamente soddisfatte le

ipotesi su cui si basa la modellazione matematica, è stato possibile appurare una soddisfacente
abilità da parte dei codici di calcolo a riprodurre con buona accuratezza la distribuzione spaziale
e l’evoluzione temporale delle grandezze del moto. Ciò autorizza a procedere ad un loro accorto
impiego in applicazioni a casi pratici in cui le irregolarità topografiche (aree inizialmente asciutte,
ostacoli sormontabili o meno, ecc.) possono dare vita a campi di moto piuttosto complessi.
Persistono tuttavia diversi aspetti di analisi numerica meritevoli di approfondimento, a cui

la letteratura in materia non ha ancora dedicato sufficiente attenzione. Tra questi, al fine di
sviluppare codici numerici robusti nei casi di campo, pare sicuramente prioritario quello connesso
all’introduzione del contributo dei termini sorgente in corrispondenza dei contorni mobili (fronti
di allagamento). In prospettiva sembra poi necessario dirigersi verso l’impiego di tecniche di
discretizzazione più flessibili che assicurino un valido compromesso tra accuratezza nella descrizione
geometrica della topografia ed efficienza della simulazione al calcolatore.
Si configura come ulteriore sviluppo interessante di ricerca l’estensione dei metodi numerici

presentati a casi di inondazione di aree urbane e a situazioni in cui non possa ritenersi irrilevante
l’effetto di trasporto di sedimenti responsabile della modellazione del fondo.
Inoltre, i confortanti risultati conseguiti dalla sperimentazione di cui si è riferito incitano alla

prosecuzione dell’indagine, prendendo in considerazione altre configurazioni ed affinando la tecnica
colorimetrica di acquisizione. Non si esclude, infine, la possibilità di avviare studi per ottenere
informazioni sperimentali estese sulla conformazione del campo delle velocità superficiali.
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